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Resumo 
:\o preser!te trabalho. apre~t>ntarnos um estudo SJstcmáuco do \·olunH' caótico 
no espaço de fase do Hamiltouiano c:lássico a%ociado ao modelo do \Iasf'r 
Caótico em funçào dos parâmetros de interação C e C'. ()estudo foi realizado 
utilizando-se um rnsemble médio de 100 condi<;ôt's iniciais. Cada condü,·ao 
lllictal f01 caractrnzada como caótica ou regular através do cálculo de seu 
respectinl expoente de Lyapunov acompanhado da vizualização da ser.;ão de 
Poincaré corre:,pondente. O número relativo de trajctórias caóucas obtidas 
Pqun·ale ao \·olumr caótico do sistema correspondente ao regime dinârrnco 
dchnido pelos paràmctros de acoplamento. AprPsentamos também a relaçiio 
entre o expoellte de Lyapuno\· c o parâmetro G'. que indica que nào só a quan-
tidade de caos do sistema P incrementada com G' mas também a din~rg;éncia 
rnPdia entre trajetórias Yizillhas_ Outro resultado unportantr drsre trabalho 
se rf'frre à borda clássica para as YarÜÍYeis dP ~pin. a qual é onunda d(' uma 
mudança de topologia do sistema. Ob~erYa-se que. em regiões próx1mas da 
borda. trajetónas nzinhas regulares apresPntam afastamento exponencial. 
comportamento característ.Jco de traJrtórias caóticas. Também foi obsenNlo 
afastamento exponencwl para um pacote clássico de ("Ondições imcmis rPgula-
res preparado sobre a ~eparatriz do monmento. ()pacote clássico se deforma 
à medida que se aproxima da borda e. em tempos longos. forma seçôes de 
toros acima e abaixo da separatriz na scção de PoincarP O efeito ril· bordo 
tern ::>ido utilizado recentemente para explicar de nos pun-J.mente quánt i c os 
em regimes scimdássJcos. 
Abstract 
ln thc present \York. we shmv a -sysh'rnatic study of the chaot1c volume m 
thc classical HamilLcmian phase space associated to thc Chaotic :\Iascr :\Iodei 
as a functiou of r h e intrraction parameters G anel G' The stmh· h as beert 
realized usiug an an;ragP ensemblc with 100 initial conditíons_ Each con-
dition has i>ecn c:lassífied as chaouc or regular by means of their respcctÍH' 
Lyapunm· cxpont<nt together \\"lth their corrcsponding Poincaré st~crwn. Thc 
relati,·c number of chaotic trajectories correspomb to rhe chaotic ,·olumc of 
the s~·stem for the clynamical regime drrermined by thc coupling parameters. 
\\-e also shmY thc dcpcndcncc of thc Lyapuno,· cxponent on thr paramettT 
G'. which mdicatcs that the amount of chaos and tbe average diH'rgcncc 
bctwccn clo~e trajectone:, both increase \YÍth G'. Another imponant rcsult 
is connectcd mth the da~:>ical border of tbe ~pin coordinatcs. \\·hich come~ 
out frorn a topological c:hange in the spin phase spacc. \Yc haYc obserYed ex-
ponential departmf' of t\YO nearby trajectories. an usual bchanor of chaotíc 
trajectories. \Yhirh marufcsts hcrc for regular traJectories dose to t.he border. 
This son of dnugencc has abobem obscn:ed for a classical patch of regular 
mitial conditions prcpared on the separatnx region. The patcb deforms it-
sclf near the burder and. for long times. develops sect.ions of ton both abon' 
and bclmY the separatrix in the Poincaré section. The horder ejjert has bccn 
recemly uscd to explam purcly quantum effecb m serniclassical regimes. 
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O frnómcno do caos Sf' tornou bastante conlu-:cido e esrudado desde' o 1nícin 
dos anos tiO com a \·olta aos trabalhos dc Pomcaré [(. Com Isso a tcona 
de sistemas dinârmcos foi ennquecida com múnwras contribuições leYanta-
das pela teona do caos. a qual passou a ser objC'to de estudo mterdisciplinar. 
atingiudo quase todas as áreas do conhecimento humano. L mas da~ prin-
cipais características do caos foi Yislumbrada por Poincaré. qute notou que 
sistrmas muitos simples. de baixa dimensionalidade. poderiam apresentar 
comportamentos bastante complicados. De fato. num sistema apresentando 
caos. duas trajetórias inicialmente muito próxrmas s<.' afastam de maneira 
rxpo11Pncialnwnte rápida. CousequentPmente. urna pequen<:'l incerreza nac, 
ronchções ituriais. o qttc sempre acontf'ce na prática. rf'snlra na perda da 
preúsào do estado futuro do sistf'ma. 
O cao~ dásstco arualmente Sf' encontra bem entendido. com múmeros 
trabalhos científicos c liHos didáttcos publicados sobre o assumo Desta 
forma. estaremos utilizando concettos importantes da teoria do caos ~em 
entrar em detalhes ou demonstrações. os quais poderão ser encontrados em 
hnos de grande importância na área. como por ext>mplo as referBnoas [2 . 
. 3. -1]. :\Iais f'specificanJPnte. estaremos trabalhando dentro do refcrenrial 
do caos determinístiro Hmniltoniano. dr modo que utilizaremos rambf.m os 
conceitos fundamentais da teoria de sistemas Haruiltonianos. cuja referência 
básica é [5]. 
\Pste conrexto. o estudo do volume caónc:o exerce papel relevante. pois 
tr;lZ informM;ões qmmtitativas a respeito da qnnntufadr' de cans exibida pPlo 
sistPma clássico em di\·erso~ regimes de tmbalho. Em outras pala nas. é uma 
esrimati\·a da probabilidé!de de se obter uma COlldição inicial caótica mediante 
um snnew tmparcial Pm toda a extensão do f'spaço de fase clásstc:u Para 
t;lnto. o Yolume caÓtiCO é defirudo corno o número de trajetórias caótJc:as 
euC:Olltradas em um ensemble de condições iniciais. o qual den' ser um bom 
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representante do Yolurne do espa\O de fase do sLstcma analisctdo 
\os.o-o uuapo de pPsquiS(l será o modele) do }.laser Caónco_ que corres-
ponde ao nwdl-Olo de Ji'i_\-Il(~:---Cummings de\ útornos. o qual cons1ste no mcuc> 
s1rnplcs rnoddo de iiltPra(Jío radia<;ào-matéria ern alguns regimes c·::;pecíficos 
:\ ltnportancia dcsc,P moddo SP eucontra também no fato de que pode ser 
implrmentado Pxperimentahnente [6]. perrnitmdo. em alguns ca:-,os. o con-
fruntü cnrrr a P.'\periérltla e a teona. .-\IPrn disso. esse sistema possm um 
análogo chí.ssico bem deterrmnado. o que tem poss1bilnado a anáhs(' de com-
portarneutos caóticos ern regimes semidássicos [1:. estudos de fundamental 
import?mcia para o Pnteudirnento do caos quàntico. 
Para se implementar o estudo sistemático do ,-o]urne caóuco do modelo 
do }.laser Caóuco ClAssico. 0 necessário o auxího dE' um gerador de números 
aleatónoc; que produza o ensernble de condü;ões iniciais que dewm ser das-
::;ificadas como caót1cas ou regulares proporcionando a análise percentual do 
C<l.OS apresentado pelo sistema. Esse gerador deYe S('f capaz d(' realizar um 
sorteio illlparciJl de rnodo que não ha_p porçües pnnleg1ada.s do lnperYolnmc 
do espaço d(' f<IS('. AIÉ'rn disso. precisa conhecer os limites 1 desse espa~o de 
fase. os qum:, sdo dctcnmnados pela superfície de encr?;ia definida ntran>s da 
Hamiltoniana clássica do s1stema. Por 1sso mesmo. uma etapa importante 
do processo P a deterrnina~ão do.~ linntes clássicos do sistema. () próxuno 
passo é a classificac;ão de cada elemento do cnscmble de tr<:l_Jrtónas por meio 
do cí.lc:ulo de seu maior expoente de L~·apuno,·. .--\ssnn. a tnl]et.óna será 
classificada como regular. caso esse expoente seja nulo f~ será caótica quando 
o expoente for positivo. sendo que teremos sernpre o amparo da.s seções de 
Poincaré para análise da condição dinâmica de cada trajetória. De fat.o. a 
Se\·ào de,-e mostrar um toro ou um ponto (caso de uma órbita periódica) 
para najet.órias regulares e um mar aleatórw de pontos para uma trajetóna 
caóuca. Com essas ferramentas. resta enüto definir os regimes dinãmicos com 
os quais se quer traUalhar e fazer os dcYidos "ajustes·· numéncos neccssanos. 
Este trabalho traz ainda um outro resultado que merece grande destaque. 
O SJ.Sterna estudado apresentou uma propriedade extremamente mtncssan-
te e que possln'lmente poderá ser Yislumbrada em outros sistemas. Essa 
propnedade. que entendemos_ é dctcrmmada pela borda do espaço de fase 
clás:sJco nas qriáwic; de spm. tem mostrado que traJctórias r('gulares. siturt-
das cm um regime estritamente integráYel. apresentam expoente de Lyapuno\· 
1 E~tamo~ nos refenndo dos limite,; que definem o \·o lume energetiL·amente ac-essíncl à 
dinámica do ~i~terna. 
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pOSltm) Em ontras pêllan-as. obtemos uma din~rgl'ucia exponencial média 
entrr trajetcína~ nzinbas rrgulclrPS Outros teSIPS Tl\IIJl(:'nC'oS corroboram es-
te rPsulrado. mostraHdo qur mu plemento dr" \-olunw clássico. pn""'parado em 
um rrgunr mtrgrá\·cl. sr deforma de maueira sigmficatiYarrJrnte rci.pida nas 
\·1zmhanr;as da borda elo s1strma. 
Esta propnccladc chissJCrt. a qual cilarnamos de efeito de bordu. t.em tra-
zido contnbmr;ôcs 1mpunanrcs para estudos de propriedadE's quânticas como 
o da decoerfnrta. Recrutemrntc. tentamos entt>ndC'r o comportamemu osci-
Lu.ório da rntropta lmrar quântica em regime serniclássico. atran>s da auáhse 
da r\·olur;ão dinámtca dr um pacote clássiCO frente ao rfPito de bordel. Os 
rrsultados até então obtidos são bem explicados le,-ando-se rm couta o cfeit.o 
de borda. o que fundamenta amda mais rssc concrito . 
. -\ tese fm organizada cm cinco capítulos. desnrn•ndo os resulrndos para 
o Yolmne caótico e as eúdennas chí.ssKas da prrsrnça do efeito de borda_ 
:\o primciro capítulo. aprescntarnos suscintamente o ferramental teórico ne-
cc~~ário para o dcscm-olnmrnto do trabalho. oude exp\icita.rnos as definições 
do \·olume caót1co. expoentrs de Lyapuno,· c scções de Poincaré. :\o seg,un-
do capítulo. fazemo~ urna brew apresentação do modelo do :'\laser Caúnco_ 
dPsc:rewndo a Hamiltoniana quantlca e .,;eu análogo clá.::.sico :\o capítulo 
três. discutnnos o aparato computacional em-oh·ido no~ cálculos do HJlmnP 
raórico e aprrscnt.amos o uíkulo analítico dos limites nurnéncos do e~pa\·o 
de fase clássico_ ::\o quarto capítulo. apresentamos o;, resultados do rst.udo 
sJstemático do nllumc caótico em função dos parànH'tros de acoplamento do 
sistema quanttco. :\este capítulo são mostrados todos os cálculos e jusuh-
C<Hi,·as pam os regimes adotados e Yalores de parâmetros utilizados_ Além 
disso. apresentamos as primeiras endências do efeito de borda P a relaç·ão 
entre o Yalor quantitar.iwJ dos expoentes de L:.·apunoY e a constante de aco-
plamento G'. E:,tc resultado mostra que a di\-ergêJJCia média entre t rajetórias 
cresce junto com o parâmetro C'_ ou seja, à medida que C' aurnent<L ocor-
rf' não só o aunwmo da qnantuiade de caos (probabilidade de se encontrar 
uma traJf'tÓna caótica HO espaço de fase) ruas também da quotulade do cau.<; 
(di\wgência mf>dia entre trajetónas) Finalmente. uo capítulo cinco. é feit.a 
a discussào do efeito de borda. onde se obserYa que a borda é onunda de 
uma mudança de topologia no e~paç:o de fase de spin_ :\e.%e capítulo apre-
sentamos todos os resultados Buméncos e as ,,,-idênoas reénicas que le,-am rt 
crer que o efvitu de borda existe e que proporciona um efeito de afastamento 
expouenci«l cm regimes completamente imegráwi~- .-\lérn disso, obsen·a-se 
um efeito semelhante para a separatriz do mo\·imento. que tarnbérn proYoca 
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(indirPlarnente l um af<'l::>tâmt>nto exponcnual entre as parrrs de um pacote 
clássico de cor](li(i'JP~ mwiais. De qualquer forma. ambos os cfcnos parecem 
nos adn~rtir de que {~ llnprudente asc;ocJar cau~ simplesmente à sf'para(,"iio 
exponencial rntrf' trajetrírirts Yizird1as. pelo rnciws no ca-.,o cm que parte do 
sistema possu1 espar;o de fase finit.o. :\i'! última parte desé>c trabalho. discu-
timos criticcunente o~ resultados ubndos <'apresentamos algumas perguntas 





O nosso estudo do Yolumc caót1eo está to(lo baseado na :'\lrcàuica Clássica de 
sistemas Hamiltonianos. de modo que iructamos nosso trabalho com a apr('-
scntaçào dC' alguns conceitos fundamentais para a corupreensão dos fenômenos 
que scriio dJscuticlos nessa tese. Estarerno:-- pressupondo conhecinwntos básicos 
da teoria clássica do formalismo Ilamiltoil!ano. o qual é fundamental para a 
descrição dos sistemas caóticos. 
Desta forma. esse capítulo foi di,·idido em sc\Õcs com os pnncipa1s conceJ-
tos a serem entendidos. C'onwçamos definindo o conceito de \-olurrw Caótico. 
o qual é o objctiYo central desse traballw. e em seguida fazemos uma brew 
discussão sobre os cxpocntes de LyaptmoY P as seçõPs de Pomcaré. quantida-
dt>s de fundamemal!mportància para o desem·oh·irnento desse trab;::tlbo. 
1.1 Volume Caótico 
O \·olurne caótico. definido nos trabalhos [8. 9]. é uma qunntidade clássica 
que nos permite dizer qual a quantidade de caos existentt> no espaço de fase 
clássico de um sistema IIam!ltomano. De maneira mais exata. o yo)ume 
caótico fornece uma medida quantitativa da fração do espaço de fase qne? 
preenchida por traJetónas caóticas. Guiados pelos trabalhos citados acima. 
definimos o Yolume caótico ~ como. 
'- {/ 
s Í).l) 
oude r1 é o núrneru de condir;Ocs mJums caóticas obsen-adas uo número total 
.\' de coudiç·óes "sorteadas.: no espaço de fase do sistema rm questão. É 
l2 
importante nc,tanno:, que. da maneira como fm dl'finiclo o Hllunw caótico. 
prectsaríalllOS. POl pnncípio. de um nÚnlPro lllfinito dt> trajrtoria~ para que 
cadcc frac;:lo de nllume do e::>paço de fa~e fos~e repre~ent.<tda. 1-\-lr<l C:'\'ltar 
tamanho trabalho. precisaremo~ de algum critéric• qur possthi!Jtt' u cálculo 
a partir dC' um uúmero fimt.o de trajetónas. Tal criténo sere\ comentado e 
drmonst rado. nurrwricarnenre. na~ seçõe~ postPriore-;. 
1.2 Ferramentas Clássicas 
.--\ teoria ch-í.s~ica do cao~ detcrmmí~tico se encontra atualmente cm s1tnaçào 
bastante cómoda. di~pondo de Yário~ teorernns importantes e umn boa quan-
tidade de informa~,:ôe~ bem definidas a respelto dos é,Ístemas caótJCO'-. :\"as 
próximas seçõPs daremos eSJH:'cial atenção a duas ferrarner1tas fundarnentaié, 
para nosso trabalho. expoentes de Lyapuncw e SPÇÔes de Poincaré. Tais 
objetos con~tlt.uem duas importantes ferramentas para a teoria de ststemas 
dinânnc:os cm gtra\. pois no~ permitem 1dentificar e quanttticar o caos de 
maneira bem de1 cnnmada. 
1.2.1 Expoentes de Lyapunov 
Os expoentes de L~·apunov podem ser considerados grandes medidores ··qua-
litatiYos·· de caos . .--\o contrário do volume caóttco. que fornece uma medida 
da quantidade de caos que ocupa o espaço de fase. os expoentes de La::pmwv 
atestam a Intensidade do caos existPnte. De f<lto. da maneira como são de-
finidos. esses números fornecem. a tempos longos. uma medtda quantitatint 
do afastamento exponencial médio das \"izinhanças de uma determinada tra-
jctória. Em outras palanas. proporcionam urna medida da estocast.iridade 
do ststema. além dr manterem relação íntima com rnedida.s de aleatoriPdade 
como a entropia dr Kolmogorov [20]. Cm pequeuo histónco dos expoentes de 
Lyaptmm· P apresent(J_do na referência [:3] com citac,:ões de trabalhos que foram 
detC'rmmanre:-; no procPsso de e\·olução do próprio conceito e dos mPtodos de 
cálculo dessC's cxpoent es. 
De maneira geral. podemos definir o expoente de Lyapunm· dentro de 
um fluxo x(t) gerado por um sistema autônomo m-dinH'nsJOnal dr 1"-'- ordem 
rrpresentado por m equações (hferenciais 
d.r, 
"7il ~ \ ;(x). I= L ... III íl 21 
umlt· Vix) é nm campo Yetonal arbitrúno. 
(\m:-.,HlPn='-Se então uma m-csfcra rnfinncsuual de raw d(Ol. centrada em 
um \·eror condi(;ão micial x(OJ c uma segunda condrçãu rmual y;Jl) := x(O)-
d(OL a qual defiue a dtrec;ão do Yetor d(OJ Entilo. o raw rmual ,; dado por: 
d(IIJ ~ !'y(ll)- x(lllll ~ !d(ll)i. 
:;o liimtt> de urn ra10 inicial arbitranamt'nte pequeno teremo~ num mstan-
tc t. após uma apliccu.:ão T (que determma ô e\·olw:,:ão temporal do SIStema). 
uma distorçi'to litwar da 111~estáa que a transforrndrá em urn dipsótdc Entito. 
sendo d(t J a nm·a distáBCJd entre as duas trajetórias nzmhas e\·oluíclas. de-
fimmos o coeficif'ntf' de din--'rgPucia expOllE'IlCial média. ou expoente de Lya-
punm·. como: 
'( .• d'. I' I' ]I ild(tl:l 
/1 xiÜ.I. \f)1 = 1m lln - ll ' 
· ' r-xd(OJ--->0 t d(O) 
(1.-t) 
o qual. pode S('r mostrado _20]. existe e é finito. :-\ direc;ilo do n•tor dl_t) = 
y(t) - x(t) 0 d('tcnninada rwla e\·oluc;ào das trajetónas Plll questão. ma_., 
podemo::; escolher uma base arbitrária { ~~,} a partir da qual define-se um 
espectro de expoentes de Lyap1mou: 
, .. 
1
. (I) I I 1 1 ldit)é,! A,ix(O ) = À(x O . (·, = im im - n -
' · ~ t->-x d(0}-·0 t d(O) ( 1.3) 
os qua1s podem ser ordenado::- d!--' acordo com sua magnitude 
(16) 
l 1ma n;z dt>finida a base {t:,}. cada expoente indicará a diwrgência média 
em uma dircçào específica. Logo. os expoentes positi,·os (negatiYos) indicarâo 
que a esfera infinitesimal está se expandindo (contraindo) Por outro lado 
os expoentes nulos serão iudicadores de que o ,·olume sob o fluxo dinâmico 
não está se cxpandmdo sJgmficatiYarnente. ou nào o faz exponencmlrnent!--'. 
Assim. esperamos que em sistemas Hamilronianos imeg:rá\·ei~ todos os ex-
poente':> se anulem (um exemplo analítico bastante simples desse fato é dado 
na referCnCJa [3]). _--\lém dis:so. qualquer si':> tema dinâmico sem um ponto fixo. 
de,.,, apresentar pelo menos um expoente de LyapunoY nulo. correspondendo 
1~ 
à din'ç:iio tangente ao fluxo. para a qual o Yolunw sofre uma mudança mu1to 
lenta. Da mcsmn forma. espern-~e obter pelo meno~ um expoente negatn·o 
para o caso de sisr.rrua~ dmámwo~ di~~ipatÍnJs 
:so nosso caso rm panicular. esiudaremos um sistt'ma dinànuco Harnilto-
niano conscn·<HJYu com dois graus de h herdade que apn:•senta n'girne~ nmto~ 
(comendo caos r ilhas de regulandadc) e faremo~ medidas do rnawr expoente 
de Lyapuno\·. À(d) = .A 1. Em)i.o poderemos identificar a::; trajetóna'-i como 
sendo ca.óticaf>. se À1 for pü:,JÜHL ou regulares. caso À 1 seJa nulo. \.Ims tar-
de \·oit.Rrrmos a falar dos expoente::; de L~·apuBoY afim de explicitarmos os 
detalhes para a implemenraçào numénca do conceito. 
1.2.2 Seções de Poincaré 
:\a ser.;ão <Ulterior ob~en·amos a nnportáncia dos expocntr:,; de Lyapunm· cu-
mo ··detectores·· da diwrgPncia média entre tra..Jetórias \·izmhas ('.portanto. 
indicadores ela existPncia. de c:ao~. :-\gora, di~cutiremos de mane1ra ~uscin­
ta. as seçüe~ de Poincar6. quf' também funcionam con1o Íll(hcadore:; de caos 
e. por isso mesmo, t(~m ~ua parcela de importância no es;_udo de sistemas 
dinâmicos Hamiltoniano~. 
O conccJto de seção foi iurroduzido por Poincaré para rL'solwr o problL'rtlâ. 
da \·isualização das najetórias no espaz;o de fase_ Df' fato. para um ~Jstema 
Hamiltomano com _y graus dr liberdade. teremos urn espac:o de fase COlll 
dimensão 2:\" e a n~uahzaçiio se toma impossível já para dois gr<u1s de li-
berdade. Poincaré mo~trou que as propriedades do fluxo dinâmico contínuo 
podem ser vif>lnrnbradas em um mapa discreto bichmenswnal. o qual passou 
a ser chamado seção de Pomca.ré_ 
As srçõcs dt' Poincaré. ou mapas de ~eção como ':ião comurnente chama-
dos, podem ser conceituaimente entendidos como urn corte no fluxo dinânnco 
De fato. sua consrrnção é feita da seguinte maiH'lra: SL'ja um sistema Ha-
miltomano consernuivo1 com X grau~ de liberdade defimdo com o vínculo 
H(q. p) = E: à medida que o ~istema cvolm. monitora-sc o fluxo de tra-
jetórias atra\"6s de um dos ~ubespac;os de fa~e- por exemplo o plano q~;p 1.: 
isso é frito loca!Jzando esse plano no espaço de fase atraY0s de urna c~colha 
do tipo q, = O (com 1 = l ... S e 1 #- k) e P; ~ (] (com ) =- L . .Y e 
J #- (k e aj): então_ sempre que uma t.rajetória chegar a e~~a superfície com 
1.-\ partir desse momento e,;taremos ~emprP nos referindo a sistemas dinâmicos como 
sendo tamhém Hamiltonianos e consPrYativo:>. pelo fato de ,;erem no~so ohjeto de estudo. 
a menos que especifiquemos o conuctr:o. 
lõ 
Pa > O ~seut1do escolhido arbitrccnarnPrllE'). marcamos o ponto na se(:do O 
resultado(, a selJto de PotncarP. que constslc rm um mapa discreto hidimrn-
sional que retiete o fluxo chnâmico atrawssando um dcterrninado plrtno lllllll 
sentido especí6co2 Crn exemplo analítico do cúlculo da srçiio dr Poincmf> 
é desem·oh·ido para o osctlador harmomco bidimcnswnal ern uma lingurt-
gem bastante mtrodutória por Ap;uictr [10]. Para abordagens mai:-- formai:-._ 
pode-se con~ultar as rcfcr(•nuas [2: e :( 
.--\tra\·f:•s dos mapas de seç·ào. podemos idenr.If1crtr o aspecto caótico do 
sistema. Tomando-se um g;ranclc número df' condições iniciais. E'HJluírnos o 
sistema P construímos a scçào unlizando o mPtodo acima descrito. Cn.s(l o 
sistema se encontre em um regime totalmente caótico. teremos uma ser.;ào 
completamente preenchida de pomos. pms cada traJC'tÓna dew Ylsitar todo 
o espa1;o de fase energeticcuncnte acessh-cl. Em contrapartida. rw caso dC' um 
sistema integráwl a seçilo mo:, trará curYas fechadas (concêntncas) de pontos. 
indicando qtH' as trajctórias e\·oluem sobre toro.<;. o que implica em regula-
ridade ·:21 \·o caso de sistrmas mistos. as duas situações JeYern ocorrer e a 
scção extbirá ilha~ de regulandade (curnts fechadas concêntricas) C' um mar 
caótico prf'cnchendo todo o espar.;o restante .--\s se1;ües podem rewlar também 
a presença de srpamtnze.'; cm regiôes corn coo8 fino 3. explicitando. portanto. 
todo~ os detalhes e nquczas do sistema dinânuco. De maneira igurtlrrwnte 
boa. as seçües podem ser utilizadas ainda para caracterizar qualitatn'awutte 
uma trajet.ória e:,pt>cífica como caótica ou regular. Basta ohser,-armos o pa-
drão e:.x:ibido pela seção utilizando o cnténo utado auma. ::\esse trabalho. as 
seções ck Poiucaré e os expoentes de Lyapuno,· exercrrào papel fundamf'ntal 
para a identificaçiio da caoticidade dos ensemblt>s de trajetónas que serào 
utilizados para a determinação do Yolume c-aótiCO. 
::\esse capítulo. apreseutamos as ferrarnertt.as necessárias par8. o desennll-
YirnPnto des::>e trabalho. os exporntes de LyapunoY e as seçõPs de Poinc8.n~~­
.--\lérn disso. dcfimmos o \·olnmP caótic-o, que P o objeto c-entral da tese \"o 
próximo capítulo apresentaremos o \!odeio do \laser Caótico, o qual será 
nosso campo df' estudo 
2Em seçCws posteriores ~erào mostrado~ di\"f'r~os exemplos de se(Jws de Poincarf> pa.ra 
diversos regimes de um sisten1a 
3Chamamo;, de uws fino as estreitas regiÕ<'S de caos qua~e inYi~í\·eis na~ s0çõcs Podem 
ser obscrYada~ por E'Xf'mplo. próxllnas da separatriz do mO\·imento durante a que!Jra de 
imeg;rabilidadc do sistema. 
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Capítulo 2 
O Modelo do Maser Caótico 
:'\este capítulo apresentamos as wrsõcs quántica P clássica do modelo Spin-
Bóson. também chamado modelo do :'\Iaser Caótico, o qual será mwsngado c 
para o qual será realizado o estudo sis1ernático do Yolume caótico. Discutm:'-
mos também. de maneira suscinta. as prillcipais C(lracterísticas de cada urna 
das Hamiltomanas apresentadas. 1ntroduzindo os conceitos básicos sobre o 
sistema. 
2.1 O Modelo Quântico 
O modelo do !\laser Caótico descrew quanticarneute a interar;ão de.\' átomos 
de dois níveis c:orn um campo eletrornagw;.tico de apenas uma frequência 
dentro df' umn ca\·idadc óptica de alta qu<tlidade. Essa sirua~·ão física ? 
descrita pelo Hamiltonicmo quânriro que represe11t<'l. o modelo de JayJws-
Cummings para.\' átomos )1]: 
fi ,, I Gi'J ,'11 =-..v'oa'a-s.:+ 
0
,(L++a'._, 
(Tt = 1) 
onde ~·o é o modo do campo elttromagnétlco da caTidade utllizada, ::; cor-
responde à frequênria da separação em energia dos nÍWLS dos átomos inci-
dentes. â e ú t sdo os operadores usua1s de Dose c .!: e J ~ sdo os operadores 
usuais do grupo sc:::n Este Hamiltomano corresponde ao SlSt('ma mms 
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simp\e:-, q~w simula o modelo do \laser de Dicke 12'. c reprrsrnta. cm al-
guns regimPs e:-,pecíficos. o modelo mais simples para o estudo da intcraçào 
L1.dmr.;ãu-mat?n(1. Assim. além de podPr srr resoh·ido analitH"amente cm al-
guns regimes 1 C' = 0). esse modelo recrbeu tambf.m bastante atenc)io pelo 
fato de poder ser implementado experimentalmente :c· 
Este Hamiltcmiano é <oustit.uído basicamente por dms termos !ines E' dois 
de interaçilo O primeiro termo corresponde ao Hcumltomano da candade 
óptica. qut' descren' o número de fótons ua ca\"idadc com um úm<o mo(lo 
permitido. dado por .....,·0 . O segundo termo representa o Hannltomano dos 
.Y = 2.] átomos. que estão dispostos na candadc de uma tal manelfa que se 
pode desprezar termos de interação ent.n• átomos. Podt•mos representar csse 
termo utilizando o opf'rador de sp1n .Jz [n]. lembrando que estamos traba-
lhando com átomos dr dois nÍ\·eis rclC'Yantcs c que" conTé>ponde à frcquênna 
ela separação em energia dos níYcis dos átomos inudentes. O terceiro e quar-
to tt'rrnos são Harniltonianos dt' intera().o que representam dois diferenrr~ 
prOCt'SSOS t'iernemares. :\o tt'rceiro termo. temos os proccssos rr::ssonu.ntcs. 
onde podemos ter a absorção df' um fóton prlo átomo e sua consequente 
transiçiio para o estado excitado (à.!_,_) e a emissão de um fóron pelo átomo 
St'guida dt sua de~excitação (à'.!_). :\o quarto termo. estão rrlacionados os 
termos chamados ont?-res.':>ono.ntts ou termos umtru-g'trante.s 1 . que rcprcscn-
tarn a absorção de um fóton ~wlo átomo seguida de sua dcsC'xc:itaçào (à.J_) 
r a emissão de um fóton pelo átomo seguida da C'xcnaçào do mesmo (ât .LJ. 
Essa interpretação é completanlC'ntc Yáhda no caso res:,onante ec· = .... ·0 , regnue 
adotado para o nosso estudo. 
Outra caracterísuca bastante 1mponaute desse sistema, é a diferença de 
dimensão de cada subespaço. Para os átomos. temos um subespM;o de (h-
rnensão finita 2J -:-1. dett'rrninada pelas JJrOJeçôes do spin total. enquanto que 
para o subespaço do campo. ternos dirnens:io infinit.a. Essa propriedade do 
sistema será dt'terrninante para a compreensão de algumas manifrstaçõPs do 
sistema clássico. Para urna descrição mais detal1wda do modelo de .Jayncs-
Cumrnings. wr referi:'ncias ~1{ e [l.S]. 
1 Esses termos. isoladamente. não corrsen·am energi<:~ e por rs~o s;l.o reconhecidos romo 
processos nrt.uais. 
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2.2 O Análogo Clássico 
O dmUogo c\;J::,sJco des:,e Sbtema pode ser obtido. como mostram _\guictr d o! 
[lG]. atraYPs de um<-t rPpresent.açào de estados cocrC'ntcs nurmali:zado~ ~rguida 
de uma transformat;ilo usual de coordenadas. O cJ.Iculo se tuicia rorn<tndo-:oe 
o ndor e::,perado da Harmltuniaua quâutica 
II (, ' " ·•·I ~(,,,.,H· 1,,,,1· ri ~--·"-•'-'-)-- ' -· 
onde usamos C'stados ::IL) construídos a partir do produto ten:;onal entre'::). 
o usual csrado coerente para bósons sendo que :o) é o estado fundamental 
elo osulador harmômco Isolado. c : I.L} o estado de Bloch associado ao grupo 
SC(2) sendo que II-.!) representa o estado com spiu J P projeção 1: = -J 
:'\IatcmatJcamentc, temos as cxpressoe::,: 
1z11') = i:j g,. I v·) 
1::) = c-z~i".!e:a·IOj 
l·u') = (1 + 'U'li')- 1 e)j_'J_ J. -.!) 
(2.3) 
.-\gora_ realizamos urna trausforrnaçào para coordcuadas cartesiauas uti-
lizando a~ ~eguinte~ equ::-H.;Cws: 
[J; __j___ U]J 
I 2 41 
ondt>:: e 1i· ~ao obtidos tornaudo-se o complexo conjugado dez c 1r. _-\ssirn. 
utili::rtndo as equações (2.3) e (2.--1). calcula-se a Hamiltomana clásstca que 
sarisfaz as eqna(;õe~ de mm·irnento usums"": 
(2.i) 
onde 
1 - ') ) 
:=jlP(+qj_l 
2Den·rnos notar que a lll\·er~ào de ~inais nas E-~quac,:ôcs de mo\·im('nto ~e de\'(~!ll à CS( olha 
fPita na parametnzaçào de 2 e w '16]. 
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1 '2 ') 
2(p2 + r{i) 
G-= G' 
(2.6) 
de modo quC' temos um stST('ma cL-isstco Hamlitomano b:climenc-;ional com vc:-
paço de fa::;e quadndnnenswnal Como fica claro. a Hanultoniana clci~~ica é 
composta por dois Harmltonianos dr osciladores harmômcos. !!1 P H 2 . e ter-
mos d(' acoplctm('nTO não linear controlados p('los parâmetros G-;- c C_ Os 
índices .. r· c .. :2"" referem-se rcspecttYamentc aos correspondentes clássico~ 
das ntriá\·cis dos átomos e do campo. Tal correspondênCia pode ser tmcdia-
tamcntc tdentificada SC' notarmos que o espaço de fase é fim to nas \·anáwtS 
p 1 e q1 (obserw-;;e a raiz quadrada do termo de intera~·ão). o que correspon-
de à limnar;ão quânttca das proJCÇ(les do spin . .-\s equar;õe~ de moYirnento 
encontradas mediante o procesc->o auma dt>scrito são: 
) ") 
11T -PI 
u I·) -- 'I 
Es~e sistema clássico já foi bastante estudado quanto às sua::, propriedades 
dinámicas e ~ua extstêncra c umndade foram dendamcnte di~cutidas [1 i]. O 
st~tema apresenta regtmes de mtegrabilidade. com C' =O PC > O. quando 
pode ser identificada uma ~eparatriz do moúmento, e regimes nustos ou 
completamente caóucos (aparentenl('nte) para G e G' não nulos. Dentro des~e 
contexto. o estudo do \·olumc caóuco recebe sua deYida importância. pois 
trata de quantificar o caos do si~tcma. atribuindo-lhe números percentuais. 
cm função dos paràmctros de acoplamento G c G'. os quar~ dett'rrninarn o 
regrme dinarnico 
Já ternos entHo definidas toda~ as ferramenta~ bá~icas e o campo de estu-
do sobre o qual \·amos trabalhar. :\o próximo capítulo. \·amos organi1:cn os 
procedimentos e métodos que deYerâo ser adotados para atacarmos nurneri-




~este c:apírulo serao apu:sentados os procedimcntos e método~ nurnenco'i 
necessários para o cálculo do volume caúttcu associado ao espaço de f(l_se 
clássico do modelo do \lac;er Caótico. Iniciaremos redefinindo os concc1tos 
de expoente de L~·apunoY e nJlmne caótico dentro do rcfcrcnual numérico. 
utilizando as direções usuais aprrsentadas cm diverso-; trabalhos relacionado-s 
ao tema. 
3.1 Procedimentos 
De acordo com a dcfimçào apresentada no capítulo l. o cálculo do volume 
caót1co requer alguns cuidados para ':iUa execução. Dr fato. como sugcrc o 
próprio nome. precisamos ern primeiro lugar definir o \·olume do espaço que 
queremos classlflcar. :'\o caso de urn hipen·olnme no f'spaço de fase quadri-
dimensional. o qual é limitado por uma superfícw de energia con.,;tante. sua 
definição numérica não é tão imediata. Em segutda. precisaremos definir o 
nosso ensewble de trajetónas que ··represente"' todo o espaço de fase e esta-
belecer critérios para a classdlc:a(;ào das nwsmas como caótica-; ou regulares. 
Com estes dados. teremos condições de determinar a porcentagem caóttca 
do espaço de fase para urna escala pré-determinada para os parúmetros de 
controle. 
De maneira geral. o estudo sisH"mático do \·olume caótico pode ser im-
plementado por meio das seguintes etapas: 
(1) Definição numérica dos limites rl.o espaço de fase. 
(2) Defini(;ão do ensemble de tra_jet.órias rf'present.ante do Yolume delimitado 
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(3) Classificação dr cada elemento do rnsrmble cnran'~ de mapas de seção r 
expoentes de Lyapuno\· 
(.J.) Cálculo ststrmáuco do Yolume caóttco rm fnução dos parúrnetros de in-
teração . 
.\as próximas sec;óes. entraremos nos detalhrs da implemruta(;ão de cada 
passo citado acima. explicnando os detalhes dos m~todos numérico~ utihza-
dos. Lembremo-nos que daqut por diante todo o cálculo será desern·olndo 
no espaço de fase dásstco assonado ao Harniltoni<UIO \laser Caótico 
3.2 Limites do Espaço de Fase 
De acordo com nossa dcfini<_;ão dr \·olume caótico. es~e conceito nos darei a 
informaçào da porcentagem ca(Ítica do rspaço de fase. A~sinL é Ím'YltÚYel 
delimitarmos em pnmetro lugar o Yolumr sobre o qual esraruos falando para 
que possamos ··escolher··. de rnaueira adequada. o cnsernble dr condt\·Ões 
iniciais a serem estudadas. !'dais tardt>. ficará CYJdentl' a necessidade dr se 
defimr numericamente os linntes do espaço dP fase. 
O Yolumc elo es].Jaço de fase é dado como sendo o hipenolmne linutado 
pela superfíciP de energia definida sobre a qual a funçào Hamiltoniaua tem 
\·alor constante H(q,pj =E. \·o uo~so caso de estudo (\·rr cq. 2.5). temos 
uma limitação ··extra·· no espa(,"O de fase das Yariúúcs (q 1.pt). representantes 
clássicas do spin. dada pela rai--: quadrada. DeYido a essa característica do 
sistema. drfinido o \-alor dr J. temos a lunitac;âo do subespaço de fase das 
YariáYeis (q1.p1). 
onde fica claro que a regúio cnergcticamente acessível nessas Yanáveis é o 
interior dr um círculo dr raio .,.,!T] centrado na origem Ternos. portamo. os 
limites numéncos para essas Yariáveis dinâmicas: 
(:1.2) 
Por ontro lado. pA.ra as \·ariáwis (q'2. J.!'2), n~w há nenhuma indicac;ão ime-
diata do limite Bumérico do espaço de fase como aquele ela cq . .3.2. A saída 
é entào tf'ntarnJOs encontrar o hmite de uma das coordenadas restantes c 
calcular o lirmte ela outra atraYés do YÍnculo com a superfície de energia 
constante. 
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Tudo ts~o poclr srr frito. atraYés do cAlculo de máxmws r minunos de uma 
função q1 = q2 (q 1.p1.p2 .E). Essa furH)i.o pode ser encontrada r('soln:nrlo-




ou de b = b{(]J. p 1 ) e c = c(ql. p 1 . p2) são constantes determinadas pelas derna1s 
Yanán'lS dinárnicas. Dessa forma. nosso trabalho se resume em encontrar 
mcixtmos c mínimos de uma furH,:ão dP tr0s \·ariáYClS reais. dada por: 
( 3.~) 
O m0rodo utilizado para se calcular máxtmos e mínimos de uma função 
desse tipo r fundarnemado em uma série de teoremas elo cálculo. os quais po-
dt•m ser encontrados na maioria dos li nos dtdático:, especia!Jzaclus cm cálculo 
[18: O procedunenro. PBW>lw o cálculo dP diYersas derintdas paruats dr pri-
meira e de segunda ordem. seguido de análises de seus Yalores e do cálculo 
de determmantes Hessianos. Para a função (3 -!). esse é urn cálculo extrr-
marnente complexo. Ern primetro lugar. seria necessário encontrar o pomo 
crítico de 1]2. ou seja. precisaríamos resolwr o Sistema 8~, q2{riJ.Jh. p2) = O. 
com r,= IJ 1.p1 ,p2 . :'\o entanto. se substituirmos b r r, dados por {3.:3). na 
eq.(3.-!). \"Premos que esta é uma. tarefa nada fául. De fato, o q_uP acontece P 
que se obtém um sistema de e4uaçõe.s transccndentms a ser resoh-ido. C ma 
possh-el alternatiYa 6ena resolwrrno::. o problema numericamente. porém op-
tamos por um caminho que nos pareceu mais rápido e prático 
.-\ saída encontrada foi fundamentada na sC'gninte 1déia: sabemo.s 4ue em 
uma equação de .segundo grau com apenas uma \·anáYcl real (y = j(:r) = 
x2 - b1· +c). a constante b está relacionada com a posH;ão do máximo da 
parábola {.Tmar = -b/2) enquanto a coustante c corresponde ao ponto em 
que a parábola intercepta o eixo i/ Entdo. esperamos que a maior raiz (y_ -1 
seja obr.ida quando tn·ermos urn valor máxtmo para lbl C' um \-alor mínimo 
para c. o que também fici'l eYidente ni'l t:>qua(ào (:3 -l). Dessa forma. o proble-
ma se resume ao problema de mclximos e mínimos de dua~ fuw;õPs simples 
de trê::; YariáH'JS reais: b = b(q1 .p1 ) e c= r:(q 1.p1 p 2 ). Oln·tament.e. to-
mando e~'>d direc)io. obteremos a maximi1açào de lbl e a mmtmlL<-H)io de c 
não nec-essariamente com os nH'smo \·alores dr {(]J.]J 1.Jhl :\o ('Ittanto. estP 
não const1tu1 um problema muir.o sério pois o que estarcmo~ Lt7ertdo é 8U.-
pen:stmwr o Yalor da rmz da equação (.3.--fl. Em outras pala nas. e-staremos 
atribumdo uma amplitude maior ao espaco de fase na clireção q2 . Entrt:>tanto. 
se em algum momento escolhermos um \-alor de q~ que cstc_Ja realmente fora 
dos limites da supcrfícw de energia c que. portanto. nao pcnmta o cálculo 
da últinw nuiáwl dinàmwa. p2 . então estf' se-rá automaticamente desprezado 
pelo programa uuménco como uma concliçiio madequada. 
O cálculo de (/2max fm realizado com os mf-todos comuns yí utado.c., acima 
e sr encontra detalhado no apêndice.--\.. Para se obter o resultado. depots da 
análise dr mciximos r mínimos. são impostas algumas ccmcliçôes sobre(;_ e 
C_ O resultadu final obtido foi: 
com { 




o < IG -I ::; 1 
com 1 < G.:... :S. 2 
(1 " 
(3.6) 
onde G:!=. = (; ± G'. Assim. temos estabelecido também os limites para as 
constantes de acoplamento G e G'. os quais são ditados pela~ t:>quaç·ões (:3 .J) 
e (:3.6) sendo que. para alguns Yalore~ específicos_ não teremos a dehui~·ao 
dos limites do espaço de fase. Esses \·alores crít1cos correspondem. matemil.-
tlcarnente. aos pontos cm que b ou c se transformam cm pontos de :,ela. ou 
seja. os criH;rios de máximos e mínimos não são sansfeitos. Assim. os limites 
clo:o parárnetros de acoplamento são· 
=O:SG:Sl 
=>- o s; G' s; 1 {
G+G',-'1 
com G- C' i= O (.\.7) 
DPsta forrmt. ternos definida a escala dos Yalorcs dos parànwtroc, de in-
tcraçii.o para a qurtl será reahzndo o estudo do \·olumc caót.ico :\otc•-se que 
esses \·alores podem situar os termos de intcraçao como termos Jwnur brtti\·os 
(G e G' pequenos) ou corno termos significatJYos na Hamiltoll!ana qu<'ttltira. 
o que possibilita a análise de efeitos deYJdos à quebra da intcgrabilidaclc do 
sistPma clássico. 
Apesar da exclusão de regimes com C= G'. podemos dctf'rminar facil-
mente os lm11res do espaço dP fase no caso G = G' = O. notando snnplesnwntc 
que a superfície de energia passa a ser descrita por um elipsóide quadrkh-
mensional. 
(3 S) 
De posse das cquaç:Ocs (-'3.2)-(3.8). podemos sempre escolher tr0.-, qnáwis 
dinâmica~ e calcular a quarta (p 2 ) at.rm·és do \"Ínculo da energia constante. 
Assim. 1 pode-se escolher condn.;ôes imciaís que esteJam sobre a superfície de 
energiR dada. Logo. já temos o conhecimento dos lirmtes numéncos do espaço 
de fase com o qual estamos traba.lhaudo. de modo que podemos escolher de 
manea·a Mh•quada o ensemble de condições iniciais que representani o \·olumc 
do espaço ele fase. 
3.3 Ensemble de Trajetórias 
C ma \·ez determinadas as amplitudes no espaço de fase. podemos encontrar 
o ensemble de condições m1ciais qup representará o volmne do espac;o de 
fase no cálculo do volume caótJco. De fato. sP obsen·armos que estamos 
utilizando pontos. CUJa dimensão é nula. parR descrever um lupen·olurne 
de dimensão quatro. \Tremos que seria necessário urn número infinito de 
trajetórias para descrever mmplctamentt~ cada elrmrnt.o do hiperYolurne. Em 
outras pala\Tas. a pnnw1ra pista que temos a respeito do ensemble ntthzado 
é que ele de\·e ser ba~tante denso r estar contido dentro do volume hmit.rtdo 
pela superfícit> de energia E. 
'OhYiamente devPmo~ kmhrar que(!-:"'"" foi superestimado e. portanto. alguma~ c-cm-
diçôcs iniciai~ SE-Tiio automaticamente desconsideradas. 
Sabemo~ enrreLu1to. qur 0 ln\"li:Í.\"d analisar nm número razoaYelmcnrc 
grallclP de traytóuas durante tcmpoc; longos ou st>ja estalllUé- diantt> de li-
mitnç?ws práncas O tempo de computação t> a quant.idadt> de lllforrnar;ão 
armazenada senam ('XtrcmanH~nt.e graudt>é-. Diante dessr iiJCom·enJE'Ilte. so-
mos fon;ados a ··cc;colher·· um nÚillero reduzido de condiç(ws llliCJfiiS. llldS 
que seJam as mats rcprcsenratn·as possíwl do YO!urne em quest:âo .. --\ 1dóia. 
ut1hzada na rdcr0n("]a [9:. é entil.o utilizar uma distribuição dleatóna de um-
diçôcs imriais, ou seja. ut1lizar uma dJstnbmçd.o t.al que não pri\·ilegie alguma 
região part tcular do espaço dr fase 
Para Implementar essa tdéta. utilizamos uma das subrotiml.s 1!:'-.uais rucml-
tradas cm ilD] .\escolha dessa rotina aconteceu por obsen·açào de critérios 
de YC!ocidade cm cornpeti~·üu com criténos de periudos2 das subrorina::, ofe-
reudas. A subrotma ·Tano·· SPg,undo mformaçôes da própria refPréncid. é 
uma das mais simples e a que ofP.rece a melhor n'laçào n~londade-pníodo e. 
portrtnlo. !lOS pareceu a mais adc>quada aos nossos obJctn·os. 
A subrotina f'scolhida. gf'ra números aleatórios dentro do inten·alo [0.1]. 
Por essa razão ela foi colocada dentro de uru programa que utilin as infor-
rna(;ões sobrP os lirnitPs do rspaço de fasr para acomodar o mten·alo gcrado 
pela subrotina drnrro do espcH.;o de fase . .Além disso. a subrotma também 0 
acw11ada para gcrnr um uutro dígito que determirw. o sinal da ntrÍ<ÍYt'l gera-
da. Com rssas fnramcntas. geramos. a cada Iteração. o trio (q1 . p1 . CJL ). com 
seus rf'spcctJYos sina1s. sendo que a quarta Yariáwl dinârnicfl. é calcuhtda com 
E constante \·a figura :J.l. ternos urn exrmplo de 10000 condiç·ôps tnlClalS. 
'·sorteadas·· pelo gerador dleat.ório e projetadas E'Ill cada suhcspaço. 
3.4 Classificação dos Elementos do Ensemble 
C ma yez defimdo numcncamente o ...-olurne do espaç·o de fase e preparado 
o enscmblc de condições iniciais representantes desse Yolume. o d.lculu do 
Yülume caótico se dará com a classificação de cada drmrnto do ensernble 
como caóttco un regular :\rssa se((ãO. discutiremos os métodos numéncos que 
~erão utilizados nesse processo de seleçào. a saber os expoelltes de Lyrtp1mm· 
e a.':> ':>t'(;Cw~ de PoincarP. 
~...\ Jefiniçào de período Pnconrrada na rekrPncia )9! ~P rdcn' ao número de saída~ 
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Figura 3.1: Projeções da saída do gerador aleatório com 10000 condições iniciais. 
Cálculo realizado com G = 0.5, G' = 0.2. E = 8.5 e J = 4.5 Observe-se a 
topologia cilíndrica do espaço de fase. 
T _, 
3.4.1 Cálculo dos Expoentes de Lyapunov 
:lo capítulo l dehmmos de mane1ra bastante geral. apesar de puuco formal. 
os expoemes de L,·apuuo,- para um fluxo dinâmico Harmltomauo. :\aqurlr 
instante. o cálculu tTa ft>ito simplesmente comparandu-~c a (hstánna. no es-
paço de frtsr m-duneusional tntre duas trajetónas arbrtranamcntc próximas 
irucialrnrnte :\o t>ntamo. numericamente. quando tratamos sistemas caór.icos. 
onde ocorre dinTgência exponencial das comhc;ôcs imums. a comparação en-
tre essas distâncias podP trazer inconn~memes. dada a ordem dr grandeza 
dos números ern questão. De fato. quando comparadas com a drsrância 
imcial adotada. as distâncias para tempos longos. podem tomar dimensôes 
realmcntf:' grandes. pnwocando dificuldades ( ·-oYerfio,\-s-·) e 1mprensocs no 
cálculo numérico 
Em 1976 (Benrtrin e! al [20]) foi proposto um método de ,·ee:::.culas para 
se resolwr ec;sa dificuldade no cálculo dos ex:poeutes de Lyrtpuno\-. :\aquele 
trabalho. é defimdo um parâmetro quantitatiYo que. como se mostra, está 
intimamente relacionado ;i entropia de 1\:olmogoro,· e que. uo limite dt' tem-
pos longos. rcsnltrt no maior expoente de Lyapunm- para o fluxo dmârruco 
associado l"ttlizando a nwsma notação do referido artigo_ temos: 
À= hm kn 
n~x 
. 1 "'"' d,l kn(7". X. d) := - L.lll-
Tll i=l d 
(:39) 
ondC' À é o maior rxpoeute de L_vRpunoY e kn é o parâmetro quantitatn·o 
relacionado à entropia de I-\olmogoroY. A definição de k" pode ser melhor 
compreendida na figura .3.2. onde n é o número de \·e~:es que o SIStema sofre 
reescala após cYolmr por mterTalos iguais a 1. d;::: y, ~ x, é a distância no 
espaço de fase multidimensional no momento da reescala e ri é a distância 
imnal entre as TraJrtórias a cada reescala. sPndo que seu mó(iulo é constante. 
De acordo com o qtH' está demonstrado em [20]. no limite de n ------> x. 
kn ---'~- À. o qual existe. é finito e corresponde ao Yalor do máximo expoente 
de Lyapuno\·. Além disso. no trabalho Citado acirrHL algumas das proprie-
dades do parâme-tro k 11 (1. x. d) são listadas. _-\ pnmeira dPias. diz respeito 
à dependência nos Yalores dos parámetros 1 c d. De fato_ no Imute de r! 
suficientemente pequeno. k,-J '- x. d) deYP ser indcprndmte dos \-a! ores de 1 
e d. Quanto à depPndência em x. teremos as camctPrísticas do expoente 
de Lyapuno\". sendo que À será positi\-o e finito se a condição inicial for to-
X X,, ·-· 
Figura :3.2 Esquema do método de reescalonamento [20] para o cálculo do ex-
poente de Lyapumw 
mada numa rf'gli'w caótica e será nulo caso a condic;ão iniual seja escolhida 
numa rcg1ão regular. Desta forma, cm princípio. temos uma rnanena ·'segu-
ra'· de identificarmos as traJetónas como caút](:as ou regulares :\o próximo 
capítulo. serão apresentados os testes das propriedades citadas anma. utili-
zando o ).Iodclo do :\laser Caótico com campo de estudo. 
3.4.2 O Papel das Seções de Poincaré 
C ma outra maneira de conseguirmos a identificar;ao dos elementos do cnsem-
blc de condiçàes mJciais.? utilizando as seçôes de Poincaré. Em princípio. a 
seção apresenta algumas dificuldades numéricas para se atingir tal objetiYo. 
pois os integradores utJhzados geralmente aprescnt am imprecisões numéricas 
de forma a apresentar um certo esboroamento numa região oude se espern 
um r.oro . .-\lérn disso. se o sistema apresentar um regime quase totalmen-
te caórico. teremos dificuldades para identificar uma trajctóna regular em 
meio a esse mar caótico. :\o entanto. para os nossos objetivos de identifi-
cação do status de cada trajetória. a seção pode ser utilizada para se observar 
trajetórias individuais. \"esses ca~os. sempre é possíncl separar as regulares 
das caóticas pms es.sa::. últimas. nsitam toda a porção do espa~·o de fase quP 
aprest>rna caos. de modo que podemos Yisuahzar um mar C<l.Ótiro com apenas 
uma trajetória. :\a prática. a ':iet;ão trará a mformação de \·árias t rajerórias 
sendo que cada mna será diferenciada por uma cor cm particular. 
.-\ sc(Jio de Poincarf terá também urna outra funçclo nnponantc nesse tra-
balho. Como .Fi foi discutido ant('riormentc, precisaremos em algum momento 
definir o número dl' condiçücs ininms que scui utili.r.ado para representar o 
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\·olume do espaço de fa~e- Em princíp10 Isso pode ser estimado a partir de 
uma Yisualinção préúa ela seção de Pmncaré' elo sistema em diwrsos rt'girnc.'-_ 
Se irnagimumos por exemplo um rt'gimc cm que o sisrrma seja quasP com-
pletamente raótiro. H'remos na seçào um mar caótico C' saberemos que urna 
trajetória regular só seria encontr(1da mediante a f'Srolha dr um ensernble 
extn'm(l_mente denso. ou seJa. poderíamos ter um rrsulrado de cem por ceu~ 
to de r aos com as primrims 10000 condir;ües nnciais escolhidRs. Em outra~ 
palaHas. nesse caso. a seção indica que podemos tomar um PllSt'rnble menor 
de condições iniciais Analogarnente. podemos utilizar o mesmo argumento 
para o caso oposto. ou seja. quando o si~tema se encontra num regime quase 
completamente integráwl. :\"esse sentido. a se.:;ão de Poincaré pode sf'r lllll 
bom mdicador do tamanho do ensrmble que pode ser utilizado. Por outro la-
do. essa arp;nmf'ntação tmz à tona. uma outra questão bastantf' importantf'. 
A Impossibilidade pr~ttica de monitoram1os um ensemble totalmente denso 
de condü;ôe~ iniciai~ sobre todo o espaço de fase ac(l_rreta um certo ··erro·· no 
cálculo do HJ!urne caótico que precisa sn entendido e f'srirnado. \-oltaremos 
a essa discussão no momenro da apresentar,:i:i.o dos resultados. 
De maneira geraL emcndPmos que o prOCf'SSo de classiticaçào dos rlf'-
rnentos do ensemble pode ser bem sucedido mediante aplicar.;ào do rnomto-
ramento úa seçào de Poincaré e expoentes dP Lyapumw simult.arlf'amentt'. 
Em prmcípio. nos parect' perfeitamente possh·e] implementar o processo uti-
lizando qnalqnn urna dessa duas ferramentas. porém ns milizarernos em 
conjunto buscando scmprP uma mAior confiabilidade para o estudo propos-
to_ ~o próxrmo capítulo serão mostrados t'xernplos numéncos do processo de 
classificac;ão das tra.wtónas_ 
3.5 Escolha dos Regimes Dinâmicos 
Já estão defimdos então r.odas as ferramentas e procPdimentos nf'crssános 
à rmplemcntaçiio do cálculo do HJ!urne caótico. Os limites do espaço de 
fase já foram determinados e ternos à dispos1çào um gerador de números 
aleatónos que pode cnar um conjunto de condiçües iniciais disrnbuído por 
todo o espaço de fase f'nerg;cticamenre acessíwl ao sistema dirüümco_ Criado 
esse conjunto. podemos calcular o expoentt> de LyapunoY de cada uma das 
trajetórias e classificar como caótica (regular) aquela que apresentar expoente 
de Lyapunm· positi,-o (nulo). Além disso_ YÍa scção de Pomcaré. temos urna 
nsualização da condição de caos do sistema e ohtcmos a confirmação da 
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informação dada pelos expoentes Jp L\·apuuuY Entclo o pilsso final f. L-1/E'r a 
di\·isào dos número~ obtidos em cada. contagem. corno(; proposto na equaçclo 
(UI. 
O estudo sistemático do vulurm_' caótico strá feito mediante a repetição 
do proct>s~o citado acima para uma grade de \·anar.:ão dos parâmetros de Inte-
raçào G c G' .--\ amplitude dessa e::>cala foi escolhida com base nas condiçôcs 
impostas sobre essa ':i constantes quando definunos os lnnites do espaço de fase 
(equação 3.1). Além disso. fisicamente o sistema passa a ter comportameutos 
qualitatiYamente diferentes (regime super-radiante [1:2. :21]) para parâmetros 
fora dessa escala_ Por esses motn·os. decidiu-se realizar o estudo tomando-se 
G e G' dentro do intervalo [0.1], igualmente diddido cm 10 partes. Portanto. 
ternos ao todo 100 regimes a serem quantificados através do processo acima 
dt>scrito. 
Para energia e spin total. foram escolludos_ respecti\·arnente E = S .. ) c 
.J = --L-'i (.Y = '2.1 = 0). A razào desta escolha. reside no fato Ue que o sistema 
quánt1co já se apresenta num limite semiclássico quando J :2_ -LJ [2:2. :23. 21J. 
de modo que e\·emuais comparaçóe~ entre os fenômenos quànt.Icos e dássicoé>. 
poss<Lrn ser feitas com maior seguranç(l. _--\lPrn d1sso. como será mostrado 
no próximo capítulo. o valor de energia escolhido permite que o lirmte do 
subcspcv;o de fase nas \·aná\·cis q1 e p1 se torne ruergeticarnente ocessíYeL o 
que podr trazer alguma mformaçiio unport ante sobre a clinc1nuca do sisu'ma 
.--\lgunc, outros parâmetros. como por exemplo aqueles 1eferrntes ao cálcnlo 
dos Pxpoentes de L::apunoY P se<;óes de Poincaré. c;erão definidos a postrrion. 
quando suas caraett>rísticas numéricas estiwrem bem entendidas. 
3.6 Programação 
Toda a programação foi realizada na linguagem FORTR_-\:\". com a utilização 
de \·árias subrotmas prontas Foram utilizados basJcameut.e Três programas: 
• gerador de condi~·Oes iniCiais: 
• programa para cálculo da Scção de Pomcaré. 
• programa. para cálculo dos expoentes de Lyapunov. 
O prirnriro delt>s já foi comentado: utilizamos uma subrotma encontrada 
cm [19] e utiliz<lmos o~ limites conheudos do espaço de fase para otirruzar a 
saída do programa_ Dessa forma. todos as condiçô('s Iniucus gerad<ls por esse 
prograrnd podem ser utilizadas como um elemento do cnspmhlc de t.rajerórias 
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a ser t>studado 
Ü st>gundo programa citado. sofreu apenas algumas 8daptar;ões. uma wz 
que jd haTJa uma wrsiio pronta para o :'\lodclu do :'\lêl::-t>r CaótJc:o dr~lltf\l do 
nosso grupo dP phquisa. 
O IPrCPiro pro~;rama foi construído com a ajuda de duas suhrotmas de 
inr.egraç·ão (Hunge-1-\:utta de .)Q_ ordem com pas:-;o fixo e qrián'l). J<Í. utihza-
dns no prograrn<l para o uí.lculu das sec;ões _-\ funçà(1 da rotina com passo 
qriáwl é enllun a trajetória referência. otimizando o tempo de c\·oluç?w 110s 
momentos ern que a trajetória úsite pontos afnstado.<- da borda3 . ~\cada Jtc-
raçiio. o passo de iutegração é transrmtldo para a subrotina com passo fixu. 
a qual é responsável pela evoluç·ão da traJetóna nzmba. Assim. garante-se 
que ambns as tr<:tJetórias PWJlufl.rn ern tempos 1gums. Dcpois das evollH;Ôes. 
reali.-:fl.-SP o dlrulo dt:> cada ponto (nT. kn.) c obtemos corno resultado final. 
uma talwla dcssrs pontoé>. cujo limite dew comcid1r com o expoente de L~·il­
punm· ela refenda trajetóna. O programa trabalha com um númrro qualquer 
de trajetórias sendo que_ em pnncípio. pode-se utilizar todo o enscmblr de 
condiçbcs iuiciais como entrada. obtendo-se o cxpornrr de L::apunoY para 
cada elemento do cn."f'mhle na saída. 
fsses tres programas cm conjunto simulam todo:, os passos dt>scrit(JS an-
tenorrneutt f:'_ portanto. são sufiucntf's para o estudo sJstemático proposto. 
: 1 Estarcmo~ utilizando o termo ·'borda·· para nos referirmos ao círculo dpfinido em (:3.1\. 
que~ a lirnit<HJw dá~~ica correspondPrltP à finitude quàntica do e"p<I\O do spin 
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Capítulo 4 
Quantificando o Caos 
:\cstr capítulu. scrao aprC'scntadus os resultados obtidos para o estudo do 
\·olume caóttco. Imciarnos relatando o resultado numénco de alguns testes 
c:on1 os programas desenvolvidos e sua compara<;ão corn o resultado apre-
sentado nas rcfcréncias. Depois apresentamos a estratégia tornada diante de 
tais resultado::; para mictarmos o estudo sistemático proposto e. finalmenle. 
apresemamos o resultado do volume caóuco seguido de alguns comcntános 
importantes. 
4.1 Primeiros Testes 
InicianHJS apresentando o resultado de algun~ testes com o programa para u 
cákulo dos rxpocntes de Lyapunov. O objerivo aqui é wrificar se cousegui-
mos reproduzir as raracterísticas básicas do método apresentada::; ern )OJ e 
definir algun~ crit0nos para se determinar o,o;. n:dores de alguns parâmetros. 
4.1.1 Dependência em d e T 
Começ;:unos pelos testes referentes ao parãrnetro quantitatiYo dado pela equat.:ão 
(.3.9.i. ondr procuramo,o;. estabelecer valoru: de tmbolho para os pararnetro~ d 
e 1. "\"o primeiro teste. tentamos \Trificar a deprndência de kn Prn rehv;ão a 
rssf's parâmrtros. DC' acordo (Ofll o Iesnltado apresentado ern 20 lim /;n 
n-,.x 
dew ser independente de d e 1 para d suficientemente pequeno .O resulta-
do pode ser obserYado na figura -!.1. ondr são aprrsrnradas duas condições 
innms (uma regular c uma caónca). para as quais calcula-se o expoente dC' 
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Lyapunu,- t'rn s1tuaçües difcrcnt.cs dr pat;lmetros. Como podt _-,er constatadu 
(fig. --Ll-8). fixando-st o ,-alor de d. obrcmos o rnesrno n1lor do expoente 
dentru dt> uma ,-aria<;<1o de uma ordem dr grrtndeza ncJ ,-alor de '_ para qual-
quer tipo de trajetória_ Por outro lado (hg -Ll-b). para a trajetória caótica. 
a fatxa pf'rmitida para a ,-aria<;ão de d. com 1 fixo. P sensin~lrnente menor 
De falo. muitos testt::. foram feitos. c todos mostraram que u expuente t('rn 
o mesmo ndor dentro de urna faixa mm to pecpwna. 
:'\ão podemos esperar que o cxpoenr.e seja o mesmo para quai::.qucr \·alo-
res de parârnetroc;_ Imaginemos. por exemplo. urna situa<;ão trn que ' ::-;ep 
muito pequeno Nesse caso. teríamos um tempo de reescala muito menor que 
o própno incremento num0nco de tempo. qnf' P da ordem de 0.01. Por outro 
lado. não podemos ter --;-- muito grande. pms duas rrajetórias poderiam ttr 
se afastado muito t depois ,-oltado a ficar próximas e o ruPtodo não idtntiti-
caria o afastamento eê\:ponencial. Da mesma forma. não podrmos escolher d 
grande dema1s. pois estaríamos coneudo o risco de escolher duas rrajctórias 
em regiüts com clindm1cas qualitatJ\·aruente diferentes_ .--\ssim. d escolha de 
valores ótunos para es::.es parâmetros não pode ser frita baseada em alguma 
""cahbraçào .. mrsmo porque não sabemos qual o valor correto de' e:xpocute 
que dewmos obter. Entretanto. como mostra a figura --LI. a c!Jfcrenciação 
qualitativa entre comhçõcs ulicJats reg-ulares e caóticas pôde ser fe1ta para 
quaisquer valores ele parâmetros dentro da faixa ind1cada. 
Devemos nos atentar amda para o faro de que. umrt vez escolhido o valor 
de d. testamos restrin~ill(IO o espa(,:o de fase que podr ser testado. \·arnos 
imaginar por Pxemplo. o caso em que tomamos uma condição inicial sobre a 
seçáo de Poincar~ u·om lf2 =O). Salwrnos que no plano q1p 1. o espaço de fase 
energeticamente acessíwl está delimitado por um círculo de nio R = J4J 
Pois bem. se tomarmos urna condição mJCial posicionada entre R e R - rr 
Cf'rtamente rsta condi<;ão será descartada do en~cmble. pois sua trajetóna 
nzmha estará fora dos limites do tspaço d(' fase. Portanto. para um dettr-
minado d. já poderíamos descartar a seguinte fração df' área da seção q 1Jh 
. ..J.de.<Nlrlr1dr1 (~R')- (~(R- d) 2 ) 
(di') 
(-LI) 
o que. olwJamentc. JÚ constitui um pequeno ··erro·· no cálculo do \·olume 
ca(Ítlco. pms 6 1mpossín·l representar rodo o YOlume do espaço ele fase com um 
cálculo desse upo. Por isso. P imprescindh·el que d seja o menor possível. Pa-
ra um valor rípico d =O 1. com J =--± ó. a fraçào descartada seria r)~ 0.0--±7. 
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.hguHt. -l l bjJ'Vt:Ules de Lyapum.1' Jtaf'• duM coudi<;:Õe'5 UUOlt..l~ wu.1 V - \J . .:J 
G' -O 2, f. '·5 e J = 4.5. l::oo (a). utiliuuuoo d = 0.16 e variAm<>< o •-alor d~ • 
e em (b) fixamoo; r= 0.08 e variamO> d. A• cun.,.. •-ermelha e p,...ta •'' N'fcrem à 
condição itUl'ial caótica e as cun"a& IL7Ul e .. -t·rde à condição inicial nogular. 
ou seJa. :,omcntc na seçclo .JCÍ teríamos pratJCClltlPilte Y1é dP :í.rea descartada 
Cm limite inferior para d pode ser esttmado de mam·ira análoga àquela 
utilizada para se limitar T \~umcncamentr. sabemos que o pAsso mínilllo 
no tempo é de r5t == 0.01. As~1m tamb(;m. podemo:; definir uma (hst:'i.ncia 
mínima como sendo o ··pâ.~so físico·· r5d. qur sena a disrància típica entre 
dms pontos consecutivos de uma mesma trajetória. Simulaçôes numéncas 
mostraram qm' essa quantidade tena um \·alor em torno d(' 5d ·== 0.1. Desta 
forma. podemos tomar ess<:s valorcrs como tmidades de medida escollwudo 
r5d romo o menor valor possível para d c T == nát. onde n seria um númrro 
natural da ordem de 10. 
Concluímos esta seção destacando o fato d(' que a dificuldade dr se es~ 
tabelecer o ·tmlor correto para de T. urna wz que kn não é compl('tamcntr 
mdependentP desse parametros. nos nnpcde de olhar para o Yalor quantira-
tinJ do e::-;:poente eh~ LyapnnoY obtido para a~ trajctónas caóticas. De fato. 
não há nenhum indicatiYo de qual a melhor escolha para os paránwtros e 
consequentemente para o cxpoent('. Por outro lado. os pnmeiws resultados 
mostraram que o comportamento quahtatn·o das cur\'as (nT. k,) é capaz de 
ideutificar os dois tipos de manifestação din<.lmica (caos e regularidade) para 
as trajetórias do ewwmble. o que é- sufinenLe para o nosso objeti,·o. 
4.1.2 Dependência em x0 
O pnrneiro teste realizado nessa etapa do trabalho. t('ntou vcnficar a de-
pendência na;; condiçôes iniciais: lim kn ~ U. para uma condição iniCJal re-
n-.. = 
galar c lim kn = À positivo. para uma condição inici<1.l caótica. Começamos 
"~~ 
H'rificando o ('Omportamento da rurya (nT. kn) num regime integráwl e se-
paniwl. G = G' = O. :'\este caso t.c>mos dois osciladores hnnnônicos se-
parawis. O resultado desta simulação é apresentado na fi?;ura -L2. onde 
podc-sC' constatar a reprodução dos resultados apresentados na biL\iografin. 
ou seja. temos realmente um expo('mr nulo no limite nT---;. x. 
Outro teste foi feito, agora para um regime integrá,·et: mas não se-
parável: G' = O e G > O. O resultado. apresentado ua figura -1.:3. traz 
mformaçücs surpreendentes. uma wz que todas as uajetôrias com·ergem pa-
ra nm Yalur poslttvo. Por esr.armos trabalha!ldo em um regimP integrável. 
era esperado exatamento o oposr.o. Alóm disso. fica e,·idenre qur maior é o 
; :\a refe1éncia [16] pode ser encontrada a "egunda constanrf• dt' movimento. o que e 









F1g-ma -1.2. Expoemes de Lyapunov para 12 condiçôcs mJciais com G = G' =O. 
E= S 0 e J = -t;J Observe-se o comportamento comparável ao da curva y = 1/x. 
que indica que o expoente se mamfesta com o inverso do r.cmpo. 
ya[or dessa constante quanto mais próxnno da borda do espaço de fas!:' se 
euc:ontra o toro. 
_-\ pnmeira hipÓtese levantada para se explicar esse fato foi a da nu precisão 
do mtegrador nurnt>rico. ou seja. dada a imprecisão do programa a trnJctória 
que dcwria t>Star sobre um toro acabava Yisitando r.oros \"izinhos. formando 
urn padrão esboroado que se ideiJt.ificaria a um tipo de caos fino. De fato. 
isso foi obsen·ado em uma das simulações (figura .J . .J). 
\"o enta11to. depois de realizada uma sérH' de sJmnlaçrJcs. um ontro efeito 
se mostrou rnais efrtinl para o tipo df' comportamento cxib1do pf'los ex-
poentes .-\imprecisão nurnt>rica existe e n?ío pode ser comrolilda. mas seus 
efeitos são pt'quenos. ou seja. não podemos esperar. pela ordf'm dr grandeza 
do erro munérico (obserw-se a escala do gráfico na figura-±.-±). q11c ISSO umse 
separações expouenciais em trajet.órias \"izmhas. :\o no\"o rcsponsúycJ pelo 
cornportarrwnro ar.ípico dos expoentes df' LyapunoY chamamos cfezto de bor-
da.. Este efeito. que parece ser uma peculiandadc de sistemas que aprescntdrn 
esp<H:o de fase \inutados, pode ~er \"islurnbrado. no nosso caso. diretamente 
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F1guni 4,J; \ tlj .!!;).poentes de L."·apunov parQ 6 condiç~ inicus..us Qwliud~ di.II.Jl~ 
a seção ('1'2 = O) com G = 0.8, G' ~ O. E = 8.5, J = 4.5, d ~ 1.6 e T - 0.08 e 
(b) seção de Poincaré correspondente para as respecti'""' trajetórias. A borda do 
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hgura -L-L (a) Expoente de Lyapunov para uma condir;ão iruCJal regular em 
urn regime integrável (C' = O) e (bl a respectiva ;;l\·ão de Pomcaré mostrando 
um padrào esboroado no lugar de um toro. Efc1t0Ó> da imprensão do integrador 
numénco. 
:)9 
apresentam termos CUJO denominador pude ser nulo !,ou rnmto próximo de 
zno:1 cm algum mstamc da eYolw;ão_ Dt> fato. isso etC(mtece quando a tra-
jetóna ns1ta a borda do sistema, ou seja. quando (qf- fi~) -----1- --+J. \"C'ssf' 
caso. ocorre uma grande Yariar;ão t>lll q1 e !h. Como essa ,-cuiação não df'\"C 
ocorrer snnultam'amente para a trajetória refer(~nc:ia c sua Yizinha. o deito 
final ó o de um afastamento exponencial 
\"a figura .J..::i-(al. apresentamo::, a séne da deriqda temporal da coorde-
nada p 1 cm função do tempo. onde pode-se notar claramente a presença dos 
refendos ptcos de ,·anação. Em 4 5-(b ). mostra-se a seçào de Poincaré para as 
mesmas traJetónas. e\·idenciando a ··posi(;ão·· de cada traJetória cm rf'lação 
à borda do cspar;o de fase Voltaremos a falar sobre o efrilo de IJOrda cm 
scr;ües posteriores. quando apresemarernos m<1is detallws e resultados mais 
conclustwJS sobre o mesmo. 
:\o momento. é nnportante destacarmos qu<'. apesar do comportamento 
aparememenu' ca6t1co de trajctórias regulare<:> próxnnas da borda. é possín~l. 
na maioria dos casos. fazer a distmz;iio entre trajetónas caóticas e reg-ulares. 
Isso ocorre porque todas as trajetórias caóticas UlllY<'rgem para um úmco 
Yalor de expoente t'uquant o que as rf'gulares que sofrem inftuênua da borda 
conn:rgem para Yalorcs distintos2 (obscrn'-sc a figura 1 :3) Esse fato po-
de sn n;nficadu obscrYando-se traJetónas de naturezas dift>reutes cm um 
regime mJsto do sistema. como é mostrado na figura -1.6_ \"e:-;se exemplo 
fica claro que o.s expoentes das trajetónas regulares conYergeru para nllo-
rcs distmto:-:; (~Àt=l04 :::::: ~Àr=lüt' :::::: 0.02.'5)'' enquanto que os expoentes da~ 
traJctóna::> caóticas parecem couwrgir para um mesmo \·alor à medida quP 
t -----1- x (~Àt='O' > ~Àt=Jo&:::: 0.004). Além disso. nota-se que a conwrgência 
imln·idual de cada expoente é meus rAp1da no caso da:-; trajetónas regulares. 
() faro de termos o mesmo Yalor de expoente para toda<:> as tmjetórias 
caóticas. pode ser entendido diretamentc ela cqua<;ão (:3.9) mediante algumas 
suposH_;ões. IrnaginPmos inicialmente. que cada subregiiio caótica do espaço 
tenha uma ra.zfto de diYergência m~dia dada por À1 • dt> modo que o wtor 
distànc:ia Pntre duas traJctórias \·izinhas pertencentes a essa reg1ao tenha 
módulo. após eYoluir por um tempo T. dado por: 
d-de·:.., '- (~.2) 
2 Além dissn_ como já dissemo~ ;mtt'rionnemP. a YÍsualizaçiio da seçiio Je PoincarP 
corre~pomie:lte acaba com qualquer dú\"idil. sobre ii natureza da trajetória. 
:1DPhrumo,; ____'.,._\como st'ndo a rhfercnça entre os expoenH~s de LyapunOY das trajetórias 
de mesma condição drnâmica (n~gular ou c:Hítica). 
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l- l~Utõ 1 o. \ c& ) I:'.. lo poentes de L)apt.WO\ JN..rb d~ trajetó~ \o.40tk4l'l \ \>cale e 
a<ul) ~ du"" lraJ"tl>rias regulare< •m um "'!;imo: mi>to (G = 0.5 e G' • O 2) para 
d- 0.1 e r~ O.OS e (b) ""'~""'';,.,. "'QÍO de Poincazé. Os ,'alo,... d• .lÀ foran• 
calculad"" """instantes to< e IOG. 
I~ 
Com P,ssCt suposição. o Yalor do expoentE' de L_\·rtpuHO\- Sf:'ria dado por: 
1 " d 1 .'\ -
), = lim - L ln ~ = lim - L À, = ,\ 
n-e>c n-; _ d n-x: n 
1--=l '"] 
( -±.3) 
.\ota-se imediatamente que o \·alor final do expoente é um n1.lor mPdio. 
Entào. se nos lembrarmos de que nma trajctória caótJca \'!Slta todo o c-;pac;o 
de fase carít1co encrgeticamentc accssí\·cl. podC'mos conclUir que. no lnmte 
de rempos longos (ou de mmtas ItcraçõPs. n--+ x'i. o cálculo de cada tra-
jerória caów:a dr'H' cnYolwr cada um dos possíncis À1 • Consequentemente. 
em média. se reproduz o me~mo \·alor ), para qualquer trajetória caótica. o 
que concorda com os comportamentos apresentados_ 
Diante desses re::o:ultados. podemos constdcrar em primt'iro lug,ar que PS-
ramos conscgumdo reproduzir as características destacadas em [20~ para o 
parãrnetro "-n· apesar do efeito de borda apresentado pelo sistema. De fato. 
esse noyo elemento não drn' afctar o objPti\-o delimitado para cc;sc trabalho_ 
uma wz que a classificação das traJctórias sPmpre será feita \"ia expoente ele 
Lyapunü\· rna.rs sec;ões de Pomcaré. Pelo contrário. o':> expoentes de L~-apuno\­
trazem urna informação arhcioual surpreendpnte sobre esse sistC'ma- mesmo 
condu;1!r-:.s ·mcwts rtg'ularr-:..s podem apn~.oen/ar um comportarrwnto .:;cmrlhante 
ao de uma dl'uergéncw c:rponencwl. :'\I ais tarde. \·oltarcmos a dar atenr;ão <:-~o 
comportamento dos expoPntes dC' Lyapuno\- como indicadores do efEito de 
borda. 
4.2 Cálculo do Volume Caótico 
Para o cálculo do volume caónco, utilizamos sempre os valores de energia e 
spin descntos amenormcnte· E= 8.5 e J = 4.5. Quanto ade 1. escolhemos 
\·alorc .. c; que produztam o melhor eff'ito nsual. ou SC'Ja, valores que faCilitassem 
a Idcnnficação ele cada tipo de condiçào imCial utilizada (caóticd. regular ou 
regular próxima da borda). sem nenhuma preocupação com o valor quan-
titativo dos PXpcJPntes. Assim. utilizamos como valores tÍpicos d = O 1 e 
-; = (l.OS. O resultado produzido com esses Yalores 6 mostrado por exemplo 
em um regune m1sto com C = 0.6 e G' = 0.3. na figura -LI. Esta figura 
é bastante ilustrativa. po1s traz um conjunto de inforrna(ôes já rnPnciona-
das_ Obserw-se por exemplo que todas as trajetórias caóticas produzem o 
mesmo expoente E' qup todas as regulares. as quais df'vPm pass<:-~r perto da 
borda em algum instante de sua evolução. conn~rgem para dlf"rrentes valores 
posiLÍYOS .. \h;m dt~so. podemos obsc'tT<H a tdcntifica\·ão de uma trajetóri::> 
regular (curYa H'Hif' no renuo) na expoentes de Lyapmto\· (fig. -!.i-a) De 
fato. o toro correspondenie? quase rmpc'rTeptí,·el na seção de Poincaré. pois 
consistf' de um pequPita ilha localizada na pane mferim da secJio ('!ll meio ao 
mar df' caos A figura -±.i indica assim. todo u pauorama construído para a 
identificação dos elementos do enscmble. onde se proct>dc: uma contag,ern do 
número de trajetórias caóticas c se dincic pelo número total de trajetórias 
usadas. 
Yoltando à questão da quautidade de elementos do ensemhlc de condiçóes 
miciais. realizamos alguns testes a fim de tentar entender qual a mt>lhor rs-
colha. Calculamos o ,-olume caóttco de algum; regimes Pm função do número 
total de trajetórias utilizadas (.\")_ O resultado (figura -±.8) nos mostron a 
solução para o problema da dcfiniçào elo número de elementos elo t>nsemble: 
devemos tomar tantas condcçõe::: lTI'ICHHS !J'!Hmtas fornn neces3!ÍT"Ul.s para .·ie 
ob8ert'UT a con-vergêncw do !'alor do l'olumc ca6hco. Como SP obserYa na 
figura. com um cnsernLle médio de 100 traJctónas .Já é possín:l se obter um 
,-alor conwrgido pflra o \-olume caótico_ 
finalmente. temos estabelecido todos os critérios e procedimentos ne-
cessários ao cálculo do \·olume caótico. O cálculo fm feito rorn os \·;dores dt> 
parâmetros rclacwuados acima c com enscmbles com um númf'ro médio de 
100 condiç(Jf's mtctais_ Cada condição. foi e\"oluída por um tempo total de 
10000 em umdades relativas sendo que o passo de tempo iniual unlizado foi 
de 0.001. 
É importante destacarmos ainda que todo o esrudo foi feito para a st-
tuaçào de ressonância do sistema quàntico. ou seja. a sttuação em que~ = ....v0 • 
o que significa que o modo de Yibração da cm·idade tem exatarnentc a mesma 
frequéncia da separaçào entre os dois nh·eis relavantes dos Mornos utilizados. 
O Yalor numéncu usado para essas frequCncias fm 'C = ~'o = 1.0. O resul-
tado obtido para o estudo sistt>rnático do ,·olume caótico. o qual constitui o 
objetiYo iuicial deste trabalho. é apresent;1do na figura -1.9 . 
.-\ esc-;-1la de cores indica o mterYalo de \·alares para o volume caótico. 
A informação da quanttdade dt' c ao~. é obtida da seguinte tnfltlf'ira: por 
exemplo. as rcgtôcs em azul indicam regimes para os quais apenas 107c do 
espaç·o de fase apresenta caos. ou amda. que esta (, a probabilidade de se 
obter uma condit;ào inicial caótica mediante um sorteio sobre' todo o espaz;o. 
Por outro lado, as regiões <1H'rmelhadas correspondem à mator quantidade 
relatÍYa no espaço dC' fase. 
Cm dado bastante' mteressante é aquele para os regimes com G = O. O 
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i' 1gurli 4. 7 ~aJ .t;xpoem.es de Lya.punov e (bJ seção de PornC<J.re v~â U.llJ !e,tÇlllie 
misto com G - 0.6, G'- 0.3, E= 8.5, J- 4.5, d = 0.1 c r= 0.08. A curva verde 
dos expoem.es, localizada no centro. se refere a um peq\IOJuuo toro locali1.ado na 
parte iuferior da seção (imperceptível ua seção). 
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r lgura 4 .8 . Volu.we caótlco em função ~1ü uluuero total N de elemeut.(l~ Ó(J \.:1'-"t.!H..I· 
ble, com E = 8.5 • J ~ 4.5. para três regimes distinoos: (a) C - 0.7 e G' = O. I, 
(b) C- 0.3 e C'= 0.3 e (c) G = 0.5 c G' = 0.2. Not~se a convergência de >.: para 
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FJgu1n i Y. \üluuu: caóucu piMd o \1,•dt·lu du ~haobel Caouço CJaa. . J.;v t'llt hwoyao 
dO> pariunclr(>l; de acoplamento G e G' 
estudu do \·olume caótico mdica qut> temos aí um rcgnne de regularidade. 
apesar dt> nenhuma constante de rnoYimentu ter sido obtida para tal regnnt> . 
. \lém disso. oLsen·a~sP 1mcdiatanwnte que u s1stcrna possui muitos reg1mcs 
onde o caos impera quase que completamente. sendo que apenas algun:-, pou-
cos regnues int.crmcxhános podem ser úsualizados 
() -·passo .. de 0.1 utilizado para se representar o Yülurne caótico fm es-
colhido le\·ando-se em considera<,:ão o fato de que o cálculo não é cxatu 
Lembremo-nus de que estamos unlizando um número finito de condições c. 
portanto. mesmo obtendo um Ya!or com·erp)do já para 100 condições. de-
\"crnos considerar um certo '·erro·· no cálculo_ De fato. hast.a imaginarmos 
a sJtuac.;ão ern que (~xista uma pequena ilha no meio do rnar caótico. :\esse 
caso. podemos obter o patamar com o ensemble de 100 pontos mas em algum 
momento. pode-se escolher urna conchção sobre essa ilha e o patamar pode 
mudar lewnwnt.e. Pen~ando nisso. tentamos t>Stirmn o erro comct1do em um 
cálculo com apenas LOO trajerórias utilizando \-alorcs típ1cos encontrados du-
rante o cálculo do volume caóuco_ Então. y;unos imaginar que no primc1ro 
cnscmble com S 0 elementos. encontramos f/u trajetórias caóticas. Tornan-
do um segundo ensernble com o mesmo número de elementos. encoutra-se 
aproximadamente o mesmo número de trajetórias caÓtlcas com urna certa 
quanudadc extra ±5. O mesmo acontece uos cálculos posteriores. :\ssun. 
após cálculos suct>sSÍYOS. obtemos a série: 
...---- _ T)o 
.:.....()- -\' 
. o 
2f/o :::!:: 5 
" - -~cc-­-1 ·-
2,\"o . . 
3no + ó ::: n :s2 = 
"' {m+1)77o=5±6 . . :::::::6 
'----' m - '_C.:_:_:~(c"'-=-c-.=-.:_---=_c 
rn + l}.\"0 
Ent<lo. supondo que o \-alor cxato do Yolurne caóuco ocorre quando o número 
de traJf'tÓrias estudadas \·ai para infinito, pode-se obter o maior Yalor possíwl 
para o Yolurne caótico. 
"' _ . ...---- _ t)o . má 
____, - hru -m - - + hrn 




Assim. nota-se que o mawr erro obtido é ± ,~, . -\"os nossos cálculos ti-
-'o 
vemo~ sernpn' .Y0 ::::: :30 e á ::::: :1. dr mudo que o erro rnáxnno ohndo nesses 
cálculos foi de l_Q.l. que é o valor cscullmlo para a escrtla do Yolumc caóttco. 
Por outro lado. para sc estimar o \·alor do erro rduhm para cada rcgtme. é 
necessário esrabdcccrmos um compromisso entre o \-alor obttdo para :S e o 
número dc elementos do ensemble e. port-anto. únrular o estudo elo n1lume 
caóttco ao núnwro médio de elementos do t'nSPmble. 
Outro respons;h·cl pela "'inexaticlão .. do valor de :S.? a qncstcl.o. Já men-
ciOnada. a respeito do valor do paràmctro d. ou seja. t>.c.,tamos atnbumdo ao 
espar;o de fase do \Iode lo do \Iaser Cl::-í~síco um \·alor de \·olnme c:aóuco qm' 
foi calculado para um espaço ele fase aproximadamente C/{ menor. Assim. 
o ··passo·· de 10\{ para o volume caótico nos pRrece ;ldrquado. uma wz que 
garante uma certa \·ariat;ão cm torno do valor calculado 
Cc!Ill estas considerações. temos calculado o volume caótico para o \lo-
ddo do ~Iaser Caótico Clássico em função das constantes de acoplamento 
quântica::; c; e G' para urn ensemblc médio de 100 condiçôes miciaic,. Co-
mo já foi eh tu anteriormente. cste resultado traz a informação da q-uantidade 
de caos existente no espaço de fase do modelo do ~Iascr para cliwr::;os regi-
mes. com Yalores de E e J que colocam o sistema quântico em mn regime 
semidú~sico. Desta forma. a imporrânna dc~te re:,ultado pode ser \·olta-
da também para o ambiente quãntiro. mfonnando o regime adequado para 
aplicat;Oes experirnent;lis. 
4.3 Expoentes de Lyapunov vs G' 
l;rn result::tdo bastante interessante deste trabalho foi a relação obtida entre 
os expoentes dP LyapunoY e o parâmetro de interação G'. De fato. o que se 
procura rom este estudo é tentar entender como o expoente de Lyapunov das 
trajetórias caóticas responde à Yariat;ão do parâmetro que ·Tcgula"' o caos. 
E-rn outras palanas. busca-se entender corno se rebrionam dms cornpoueiJ-
tes que são drtermmantes ela "'instabiliclacle·· das trajetónas. ou seja, agora 
estaremos obsen-ando a "'qualidade·· do caos. 
Para se obter essa mformar)io. fixamos o valor de G c. \"cHiando C' entre O 
e l. c-alculamos o Ya]or médio do expoente de Lyapunov dC' aproxnnadamentc 
15 trajetónas para cada \·alor de G'. O resultado obtido é apre~entado na 
figura --±.10 . 
. --\s barms df' rrro SC' referem ao desYÍO padrão d;l mPdia e t.cm aproxima-
damente o mesmo Yalor. Como pode ser observado. a relação f. lmear exceto 
19 




0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
G' 
Figura -l.l 0: Expoente de Lyapnnov para trajeórias caóticas cm função do 
parâmetro de acoplamento C'. com C= O.Zí. Foram utilizados d = U.l c T = U 08. 
Observe-se os pontos cm destaque. 
na regiilo imcial. onde o ...-alar dos expoentes atinge amplitudes maiores do 
que o máximo obtido (em G' = 1.0). Isso constrtm um fato curioso mas 
que pode ser explicado obscn·ando-sc as scc;Ocs de Poincaré nesse regime. 
Observe-se na figura ..:1.11 que. para G' = O.O.S. tPrnos uma região de caos 
bastante esucna e de fato. o valor do \·olume caótico dew ser de menos de 
30% nesse repmc. O que parece estar acontecendo é que a rrajctóna caóuca 
ao percorrer a região de caos que lhe é acessín=~l acaba. em algum momento. 
chegando mm to perto das regiões regulares. Como o tempo de reescala utili-
zado foi rclatiYamcnte pequeno. den' acontecer urna ree::;rala tal que as duas 
trajetórias monitoradas esteJam em regiões distintas. ou seja. podemos ter o 
c:aso de a traJrtóna rcfer('nua ser caÓtlCa e a trajet.óna ú.üuha scr regular. 
Isso cxplicana a separac:ão tão brusca proposta pelos expoentes. 
:\ào podemos. como já d1scutiruos. considerar o Y<tlor de cada cxpot~nte 
corno sendo o ··correto.. urna yez que ele trm se mostrado dependente de 
parâmetros numéricos como de'· Por outro lado a tnx:a de Yanac,;ào dP À 
com G' parccP sPr constante Isso pode ~er wrificado na fignra .:±.12. onde 






F1gura 4.11. Sc(,:ào de Poincaré para G' = 0.05 e G = 0.5. evidenciando-se urna 
estreita regiào de Cél.OS na região próxnna da separatriz. 
T ~ (J.l. 
De posse desses dados. podemos dizer com relatiYa segurança que o ex-
poente de Lyapuru)y mantém uma relação linear com o parâmetro de acopla-
mento G'. Ess<t informação nos rewla t amb?m que à medida que amnentamos 
o ,-alor de G. ocorre o aumento da porção do espaço dr fase que contém caos. 
além de se aumentar a diYergência média entH' trajetórias Yizinbas (>-) . 






















07 0.9 I I 
G' 
Figura -±1:2· Expoente de Lyapuno\' em função de C' para (a) d = 0.1 e T'"""" 0.08 e 
(h) d = 0.2 e T = 0.1. com G = 0.5. Os coeficientes lineares são bastante parecidos . 
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Capítulo 5 
Efeito de Borda e Caos 
Determinístico 
:\este capítulo \·amo~ discutir o efeito citado uo capírulo antC'rior c situá-lo 
demro do contexto do caos determinístico. Esse efeito. ao qual batizamos 
efnto de borda. apareceu primeiramente na medida dos expoentes de Lyapu-
nm· Observou-se que. mesmo num regime mtegráwl (G' = OJ. obtmha-sc 
n1lores po~iti\·os para os expoentes. sendo que maior era o valor numérico 
quanto mais próximo da borda do espaço de fase se localiZ<n·a o toro na 
ser:ão de Poincaré lq1 . p 1 ). A explicação Imediata para esse fenõmeno. foi 
dada úa equaçóes de movimento, onde se observa claramente que as va-
riánüs dinâmicas fi 1 (t) e Q1 (t) sofrem grandes variações à medida que nos 
aproximamos da borda (pi--:- qf ----7 4J). 
Esse deito toma dimensão rclatÍYarrwnte graude quaudo 110s nrentamos 
para o fato de que um s1stema em regime integrán:l apresenta ~ituações de 
diwrgência exponencial (expoente de Lyapunm- positl\·o). característica att> 
cntiio atribuída a s1stemas em regirnt>s caóticos. Essa tah·ez seJa a grande 
moti,·açao para se tentar entender um pouco mais sobre essr deito que parece 
ser uma peculiaridade do sistema do \laser Caórico. 
5.1 Aspectos Topológicos 
:\"assa inn~stigação sobre o cfcno de borda_ inicia-~e pt>!a tenr.atiYa de ent('nder 
a ongern da rail. quadrada que contPm a mformação clássica sobre a limitação 
do espaço de fasE'. Corno já foi mcnnonado. esse termo t> o correspondem(' 
clássico para a limitaçào quàntica da pro.wr;ào do spm na dire<.)o :: ( J~ = 
-.I -J + l. .... .J- 1. .J). com 2.1 + l possibilida(h_'S .. --\ssirn. 110 proc:lê'sso 
de obtenção da Hamdtomana clássica. operam-se mudanças de c-oordeuadas 
que transformam os operadores quànticos (â_â_t) e (-Ír . .Jv . .J~_-1 cm \"anán'JS 
clássicas (q2 .p2 ) e (q~.p 1 ) respectivamente: 
Ó ----+ v' l2r:•b·c 
à r ______. ,;-T;r· ' 11' 
Ic -----t l1 = .Jsin81 coso~ 
J_,
1 
-;• Jsm8 1 sino1 
.Jo----+.lc-os81 
= 
q2 = vf'1J2 sin e2 
P:< = vr:Fl; c:os R2 
q1 = \/'1(.! +I, l sin o1 
Pt = vi2(.J + /1) cos o1 
( .) .1) 
com 81 e o 1 sendo os <ingulos polar c aznnutal respect.ivanwntc e (11 . OJ.) 
\·anán:'ts de ângulo e açào dcfimdas para o grau de liberdade de panícula 
IJGI 
' J 
Dewmos observar irnediatameute que o espaço de spiu sofre uma tran::;-
formaçào topológrca. passando de um espaço tridirnension;:d para outro bi-
dimenswnal De acordo com a transforrna<;âo rnostrn.da na cq. 1:-J.t). ternos 
uma esfera st:>ndo transformada em uma circ:unfen::•nua. Podemos nslumhrar 
geometricamente essa sit-uação atran;;s do t:>squemn apresentado na figura :).1. 
Obsen·e-sr que ocorre um ··furo .. exatamentc no pólo nortt' para que S(' 
possa proceder a transformação e. portanto. o ponto .12 = J. com (} 1 = O. 
o qual corresponde à borda do sist-ema clásslCo (p~ + qi = 4.1) não pertence 
mms à dmârnica do sistema. Assnn. as Yizinhaw.;as desse ponto são esticadas 
a medida que se transforma o obJrto de trés dunensôcs em um outro de 
duas apenas. o que dá ong('m ao que chamamos d(' efeito de borda. De 
fato. se imaginarmos uma trajetória que cruza o pólo norte na esfera do 
momento angular veremos que. no nOYO sistema. esta deve Ir de um ponto 
a outro do espa~:o de fase quase que instantauPamrntc. c o faz contomando 
a borda pois qualquer ponto da borda corresponde a um único ponto (\"_1 
do sistema antigo. \'a figura (J.2. apresentamos um exemplo desta situação 
para uma tra.Jetória regular no regime integniwl. Podc-::;e obserYar que existe 
um mstante em que a trajctória pratiCamente atrm·cssa t-oda a dirnensào do 
espaço de fase do spm. lcYando para is:,o o mesmo interYalo de tempo de 
~t = O :3 (fi)2: .. ].2-a) como se de fato ela --entrasse'' de um lado e --saísse" 
imediatamente do outro. Como rsso niio pode acontecer. a trajetória percorre 
toda a borda (fig. 5.~-h). o que tf'na o efeito de estar --cruzando .. o pólo norte. 
Deste modo ~ornas indnz1dos a peusar que o pfeito de hordrt é na realidade 
um efe1to causado pela limiraçào do cspcv;o de fase dt> um dos subsistemas. 
no caso o do spin. De frtto. efeito semelhante não fm obsen·ado cm nenhum 
momento para rts nuJCÍ\"C'IS de campo. CUJO espaço é ilumtado . .-\ finitudc do 
e~pat_~o. primeiramente descrita pda esfera do momento angular total (spm 
totallc rnats tarde pelo círculo (pf --,--qf = .JJ). tern se mostrado dct.ermmantc 
no processo de afastamento de tnlJCtórias yjzinhas. prinnpalmente no caso 
intcgráwL onde ternos certeza da ausí'ncia do caos. 
Os resultados numéricos juntamem.c com o formato das equaçücs de moYJ-
mento tÊ'm sugerido que existe um afastamento exponcnCJal entre trajetónas 
regulares e que ele ocorre pela presença da borda. \rsta dircção de raciocínio 
caberia urna quest;'io um tanto quanto contundente: como separar caos de 
efeito de borda? As trajctónas caóttcas YÜ:>Ítarn todo o cspac;o ele fase. de 
modo que cm algum momento. dewrn passar pelas nzmhaw~as da borda e 
sofrer o mesmo efeito. Realmente. esta não é uma questão que pode ser 
respondida facilmente De fato. se observarmos a Hruniltoniana clássica do 
sistema. \-eremos que o termo de acoplamento não linear do sistema é exata-
mrnte o termo ela ra1z quadrada. ou seja ... a borda··. Assim. não nos parecr 
evidente como separar qualitativamente ambo:-, os efeitos. embora tcuha fi-
cado claro. na rnaioni'l dos casos. que o valor do expoente para trajetónas 
caóticas é cm geral maior que o das trajetórias regulares que sofrem o pfrito 
de borda. Dq . .;a-se de passagem. clc\·cmos sempre ter cuidado com a \·isuali-
zação da srção de Poincaré pois mesmo urna trajetóna localizada sobre urn 
pequeno toro no centro da seção pode, ern algum instante. passar peno da 
borda com outros \·alores de coordenada q2 . 
5.2 Esboroamento do Volume no Espaço de 
Fase Clássico 
\""a tentatn·a de visualizar o suposto afastamento exponencial entre tra-
jetórias nzinhas causado pelo efeito de borda 1mplerneutamos. a partir dos 
programas à disposic;ão. uma rotina para se monitoro.r B eYoluçào de um volu-
mr clcisstco. O processo consistE' rm gerar um ensernble de condiçücs inina1s 
dentro de urn Plernento de HJlumc com a forma do Pspaço de fase do ststC'ma. 
e evoluir cada condiçâo obserYando-se. cm inten·alos dt> tempos igums. qual 
a nova posição de cada trajt>tóriB e. portanto. a nova forma do elemento de 
.).) 
Yülurne. 
Começamos obSL'rY;_mdo o que acontece para um Yolume c!Rssico com raw 
R= 0.1. em umdades n:lat1\·as. na projeçào de spn1 e com aproximadamente 
a mesma amplitude na projeçi'io do campo O eusernble preparado contém 
1000 condiçCws Jmcial.'o e o intPr\·alo entre cada ··foto·· do nJlumc 0 de ..:::.t = 
4.0. ~essa primc1ra simulação. tesramos CJ caso mtegrável e ··quase"" scparúwl 
(C= G' =O) e obtin.'rnos o resultado apresentado na figura 5 .3. 
fica claro nesse caso. que o termo uão linear da Hamiltoniana tPm um 
peso perturbati\·o mm to pequeno (como se nào existisse borda). de modo que 
o sistema se apresenta quase totalmente separáwl e o resultado aprescm.ado 
pelo expoent(' é realmente o que se espera. \"0-se, nesse caso. que o Yülume 
clássico permanece com as mesmas dtmensôes que o Yolunw imnal. mesmo 
para tempos aproximadamentE' 10 \·czcs maiores que o tempo característico 
do sistema 1. :\aturalmentc. obscrYa-se o rneswo comportamento para a outra 
projeçiio do pacote Por outro lado. para o caso integráwl mas não s0paráwl 
(borda presente). ou SP.J<L o caso em que a borda passa a existir e a rcr efcttos 
significatt\·os sobre a diuâmica do sistema. nota-se claramente que o expoente 
torna-se positiYo e que ocorre um esboroamento bastante significatiYo do 
pacote clássico. o qual passa a ter dnneusões c formas supenores à micial 
(figura 5 . ..!). 
\la is uma wz. são oht1dos resultados que corroboram a questão do cfc1to 
de borda. onde se obsen·a agora o 0sboroarnento de um pequeno demento 
de \·olurn(' a tempos longos .. É importante dizer que nas outras direções do 
espaço também ocorre o 0shoroamento. mas não de maneira tão intensa. 
5.3 Separatriz do l\1ovimento 
Baseando-nos no estudo do Yolnme dáss1co. não há corno nao p('nsar nos 
possíveis efeitos da separatriz do monmcmo. De fato. mesmo pensando ern 
sistema s1mples corno o péudulo. ocorre Imediatamente a qucstào: o que acon-
teceria se prepararmos um \·olume de condições miciais sobre a st'paratriz·) A 
resposta emerge imediatamente da ohscn·w:;ão das linhas do fiuxo dinârnrco. 
que nos mdicarn que hawria separação das partes do \·olume acima e abaixo 
da srparatriz. Somos portanto mduzidos a pensar que o mesmo de\·e ocorrer 
no ststema do .\laser Caót1co Clássico no regime intcgrán~l e. mais do qu0 
1 Considera-se o rrmpo caracterbtico como sendo o período da menor órLi ta do sistema. 
::iG 
tsso. podemos imagmar que podem ocorrvr expoentes de Lyapuuo,- positivos 
para condições iniciais locahzaclas próxima~ da separatriz. 
Para entender melhor tms proces::;os estudamos 110 regime intc~ráYel dms 
pacotes c:L-"isstr:os de concli<;ües inicnis sendo que um deles foi colocado sobre 
a separa triz do mo\·imcnt.o O resultado é apresentado na figura 0 0. onde se 
obserYa a not.áwl diferença entre os dOI::> casos 
Pode-se obsen·ar que cm ambo6 os casos, há rsboronmcnto do pacote 
clásstco. porém isso ocorre de maneira mm to mais acentuada no segundo ca~o 
Portanto. nota-sr que a separatriz tem urna parcela de responsabilidade no 
resultado do expoente de LyapunoY (fi!:',ura .5.6). pois ela{, capaz de atribUir 
a ele ,·alores tão grandes quanto aqueles obtidos p(lra rrajetórias caóticas. De 
fato. em regtmcs mtstos. quando não há separatriz2 . nota-se que a ':i trajetórias 
regulares apresentam expoentes positi,-os de menores amplitudes. 
Concluímos esta seção organizando os resultados: (1) a limitação do f'S-
pw:;o de fase (borda) é a responsável por todo efeito de separac;;'io entre tra-
Jetória.':> pois é sempre nf'stc lugar do espa(,"o de fase que ocorre o esticamemo 
do mlume: (2) a separatriz refcm;a o efeito de estiramento. uma wz que 
trajetónas imediatarneute acima c abmxo da scparatnz seguem as linhas de 
fluxo do seu espaço dinárnico o que causa uma separacJ:io exponencial entre 
trajetórias vizinhas (que sào ]e,·adas d borda). 
De posse desses resultados. vemos que a snnples definição do caos como 
.sensibilidade às mndtções uncWl8 pode ~er errónea. pois estará mcluindo 
casos como o do :\laser Caótico Clássico De fato. os re:mltados acima dewm 
ser também encontrados em qualquer sistema que apresente uma separat.riz 
do mo,·imento ou um espaço de fase com alguma limita~:ão específica. 
É importante que se diga que a limltat,::io no espaço de fase à qual sem-
pre nos referimos não é a limitac;:io energética do sistema. :\o nosso caso a 
limita<;ão é imposta pelo spm total I Isso é facilmeme comprovado matema-
ticamente se tomarmos por exemplo o lumte em que J---+ :x: (com E fixo). 
:\esse caso a raii: quadrada d('saparec(' da Hamilt.onian8 P o sistema deixa 
de apresentrn horda. Esse caso foi testado numericamente e de fato. não se 
obscrYararn os efeitos da bordeL ou seja. tiYcmos Pxpoeutes nulos para tra-
Jetónas regulares e assim por diante :\esse hmite de spin total. o espaço do 
momento angular seria infinito pms quanttcamente teríamos infinitos Yalore6 
possíwis para a projf'ção .!: 
:\a figura 5.1. simulamos o caso oposto: mantin•mos .J = .J.õ fixo e 
2 A rPgiao da ~eparatriz se tonta um mar caótico conforrnr C' ~P torna não nulo. 
·)I 
ctimmuírno~ o Yalor da t:>nPrgia. De fctto o n'Sldtado P compl0'tamcnte análogo: 
à rnechda que dimmuímos o Yalor ela enPrp;ia. o sistema passa a se confinar 
a urna regi:l.o onde as \·arián:~ts dinâmicas assumem \'alores pequeno::; Corno 
consequêucicL a borda do sbterna 1:cu.10 raio P dcfintdo somcm.e por J) passa 
a wtiuenciar menos a dinâmiUI elo s1:-,terna. Consequentemente. a trajetória 
regular Yolta a ter e;-;poenre nulo. 
5.4 Efeito de Borda e Caos Quântico 
O estucio do Yolmne clás~Ico atualmentC' tem s1du aplicado dentro do con-
texto lcYantado por d.rios trabalhos descBYoh·idos na área do caos quântico. 
De acordo com a proposta de Zurf'k e Paz _2:3]. a razão dE' crcsc:uneBto da 
rntropia de \"ou :\eurnann calculada a partir da nlrttriz densidade reduzida 
de um síslt>ma quântico aberto é um excelente indicador du comportamento 
dinarnico dr seu análogo clássico Hamilt.oniauo. 
:\essa linha. Furuy;i et o/ [26!. propõem o estudo do modelo do ..\laser 
Caót1co. o qual constitui um sistema acoplado do tipo campü-átomo P cuja 
matnz densidade reduzida pode ser utilizada para se calcular o defeito de 
1dPmpotPnc:ia ou entropia linear do áromo !6(t)}~ Os re::,ultados df'ssc es-
tudo corroboram urna série dt> outros. mostrando que o incremento cm á(t) 
deprnde da condiçào miual clássica que gerou o estado nwrem r inicial do 
sistema quiintico. \"t:>sses trabalhos. quando o estado é prrparado atran~s de 
nma condição inicial clássica caórica. mostra-se que a entropia li neM cresce 
mm to mais rapidamente que no caso regular. 
Recentemente. obtn·emos resultados. \"ia estudo ela C'Yoluçd.o do Yolumc 
clássico. que explicam as oscilações vislumbradas na quantidade S(t) bem 
corno seu cresnmento mesperado em alguns casos. utilizando-se do conceito 
cláss1co do cjeitu de horda [21; Observamos numericamentf:' que os picos 
de d::;·: e~tao relaciOnados com a passagem do pacote de traJetónas perto da 
borda. pois nesses instantes o pacote clássico sofre um esboroamento e parece 
que o mesmo den· aconterer com o pacote coerente quântico. 
Além disso, pode-se explicar alguns comportamentos de S(J) analisando-
:,e a posír,·iio do pacor.e clás~ico C'lll rcla<;.io à .separa tr-iz do monmcnto no caso 
integráYel. PFLm uma tal coneliçd.o inicial (próxima da scparatriz). o pacotE' 
:1Quantidade puramente quámica LjUf' mede o emaranh;tmento entre os átomo,; e o 
campo. 
quánttco preparado. CUJA largura é dchmda pelo estado coPrente. possui par-
tes localizadas em ambos os lados da separatriz. \"esse caso a rntropta lmrar 
cresce rrnlltO rapidanwntc. como se a condição inicial tomada fosse caótica. 
Como .iá f01 mostrado. o pacote clássico preparado próxnno da scparatnz se 
esboroa e proYOGl o cfctto de uma separaçào cxponencwl caractcrísttul de 
urna trajetúria caótica. 
Dest<1. forma, obscn·a-sc que o efeito de horda ou o dctto causado pela 
lirnitaç<io do espaço de fase de um dos subsistemas em est.ndo. tem se mostra-
do extremamente importante para se entender comportamentos clásstcos c 















figura .).1: Esquema geométrico da mudança de topologia do sistema. Em (a). a 
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figura 0.2: (a) Fotografias tiradas a cada D.t = 0.3, para mn tempo total de 
evolução de t = 7.0. A linha sólida tem a função apenas de mostrar a sequência 
das fotos. Em (b), temos a projeção da trajetória uo espaço QlPl· Observe-se o 
aumento de velocidade perto da borda. 
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expoetttt· de Lyapulw,·, n"tadameutt" nulo. 
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1." l~uro v ) PMut.n ~ pr~pa.nw.loe UUIU n .. ·gw..e intt:gra\d l.t - u.b ~ íJ 
0). Em (b) o pacote foi preparado •ol>,.. a M·paratriz do movim<nlO. Ot.M-n-..•• 
1.1 esboroarut!uto lvnstdera, .. elmente- maior para ~M! C<i.SO. 
k • (\"" ........, 
........ ,..__ .. -------!O 
lO 
_l1'tgura ~.O. ~pocuW& de Lya.pu nov p<l.l"a ~ traJeLÔrlM do u:u.tto tio::, ~ô~t:l:i •• h.t 
figura :;.5. A curva de bauo corresponde à trajetória contida no pacote fora da 
sepac-atrit.. 
lO ' 
'· ...  -· . ... ---· -· ...... ... • . . 







ftgun~. & 7. t.xvvtnt~ de LyapWlOV para UJ.Ua trajetôdtt r~uJ~u- para dtv~CbtR! 
valores de E , com J = 4.6 fixo. Em ordem decrescente do valor do expoente, 
temos E = 8.5! E = 7.5 e E : 6.5. 
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Conclusão 
::'\este trabalho. desenYolwrnos um estudo sist0mátiro do \-o!ume caótico (l_S-
soctado ao espaço dt> fase do Hamiltoniano dáss1co do ~Iaser Caótico em 
funçào dos parâmetros de acoplamento G c G' Para tanto foi necessário 
o dP:-,em·olYimento de rotinas computacionais que criassem nm t>nsemblc de 
condições iniciais e verificassem. atrasés do cálculo do expocntc de Lyapu-
nm·. quantas destas eram caóticas. Além disso. contamos com as seçücs de 
Poincaré que trataram de dar a palavra final em casos de dú\·idas a resrwito 
da comlição dinárni(_'a de determinadas trajctórias Com estas ferramentas. 
realizou-se o estudo sisternát.ico com G c G' assummdo \·ai ores discretos den-
tro do Intervalo [0.1]. 
Em última anúli'ie. o método milizado para so classificar os elementos 
do cnsemblc de traJNÓrias nos pareceu bastante adequado apesar dos inccm-
wnientes causados pelo inesperado efeito de bordeL De fato. em qualquer 
rcgune sempre fm possÍYel identificar a condição dinâmica da t.rajetória. se-
ja atran>s dos expoentes de Lyapunm·. seJa atraYés das seçàcs dr Pmncad'. 
Tah·ez o único mconw~nif'ntc seja o tempo de computa<;ão necessário para se 
obter tais resultados. Aliás. dc-;;c se destacar a grande utilidade do método 
unlizado para o cálculo do expoente de L~·apuuo,·. o qual foi o primeiro a 
detetar a prescn<;a do efeito causado pela limitação do espaço de fase de spin. 
Quanto aos \·alares obtidos no cálculo do -;;olume caótico, devemos nos 
lembrar de citar o número médio de elementos utilizados nos eusernbles de 
t.rajetórias. De fato. como já discutimos. o fato de não podermos momtorar 
um núnwro infinitamente grande de trajetórias. nos impede de calcular u 
Yalor t'Xato do ('Xpocntr de LyapunoY :'\o entanto. a escala escolhida para 
se rC'pr('scmar o Yolumc caótico. procura le,·ar ern consideração esse possíwl 
"erro·· .-\ssim. consideramos que os valores obtidos sào coufiáwis e bem 
rcpresentat.i\·os da dmâm1ca do sJstema para um ensemblc módio de 100 tra-
JPtórias. Lembrf'mo-nos amda de que esse número foi sugerido por snnulaçücs 
GG 
quC' mosrr;lram a conw~rgf:ncta do Yalor de~ rm dinorsos regimes_ 
Outro rC'sultado interessante obtido nesse trabalho é aqude que mosrra 
relar;ão linear entre o expoente de LyapunoY e um dos parâmetros de lilteração 
C'. Esse resultado mostra que. aumentando o ya]or de C'. pronJcamos um 
aurru:'nto não só da porção do espac;o de fase que contém caos mas també-m 
da razão mPdw de diwrgência entre trajetórias .. \pesar da dependência do 
expoer:t.e de Lyapunov com os parãrnetros d c 1. a relação entre ). e C' se 
mostrou lim~ar mesmo quando tais parâmetros foram alterados_ 
Talwz a grande contnbui<_;ão do presente trabalho seja referente àquilo 
que chamamos de efeito de borda. )Jo estudo da evolução da Hamiltoniana 
quântica até o análogo clássico. foi feira uma mudaw;a de topologia que 
permite endcnciar o efeito de borda. A transformação de um ponto (pólo 
norte) em círculo durante o processo de mudança de coordenadas. fez com que 
este úlnmo se tornasse uma região de mcrernento de wlocidades no espaço de 
fase do spin (\·ari<:heis q1 c pt). fazendo com que duas trajnónas Imcialmente 
próxmtas se afastem muito rap1damentt:>. Esse efeito faz com que o expoente 
de LyapunoY reconheça trajetória.s regulares como caóticas. De fato. esse 
efeito foi Yislurnbrado de trPs formas: 
• \"Ia expoentes de Lyapnnov. os expoentes forneceram \·alares poslt1Yos para 
condu:;ôes iniciais c::>colhidas dentro dP um regime puramente integráYel e. 
portanto. atribuíram a traJetónas regulares. um comportamento que é o 
usual de traJctónas caóticas 
• Yia_equações ele movimento: pode-se notar claramente a preseuça da rmz 
quadrada no denominador das equações para q1 e fh. o que torna a bor-
da uma região ··proibida'· Além disso. a figura -1.5 endencia os p1cos nas 
evoluções temporais das derivadas dessas \·ariáwis. o que mcltca o compor-
tamento típico exigido pela mudança de topologia do s1stema. 
• Yia pacote clássico: os pacor.es clássicos formados por um ensf'mble de con-
dições iniciais agrupadas em forma de um Yo]urnf' infiuitesimal. também são 
indicadores do efeito de horda. Pode-se notar. obserYando-sc a cYolução tem-
poral desses objeros. que o Yolumc inicial sofre sensívrl deformação à medida 
quf' se aproxima da borda do s1stcma. 
Destaquf' especial também é merecido pela separa triz do movimento. \o 
estudo realizado. pode-se notar claramente o forte esboroamento causado 
sobre o pacote de trajctónas quando este é preparado sobre a separatriz. 
:\ota-se cpw a separatnz parece '·usar·· a borda como agente responsáYel pe-
la ddorrna\·ào do pacote. pois corno mostram as figuras. o esboroamento só 
ocorre próximo da borda do sistema. Desta forma. a separatriz do mo\"Í-
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rnento também passa a mcn'u:r att'll\·âo especial em quaisquer s1stcmas. pms 
pode pronJcar afastamento exponenrial entre trajetórias nzmhas mesmo se 
t.ratan(kJ dr um regime iutegníxel. Extrrtpolando o rauocínio. poderíamos 
pens:1r na h1pótese de o próprio sistemrt do pé'ndulo simples apresentar afas-
tamento cxponcBclal (com expoente prquf'no mas positlYo) entre trajetórias 
próximas. separndas pda scparatru 1. ApescJ.r do detto de horda tn se mos-
trado urna propnedade tÍpica de urn sistema contendo uma limitar;ão em urn 
de seus graus de liberdade. a separatriz do rnoúmento de\·e rxcrcn um efe1to 
::-.emelhante independentemente .-\ssim. de fato. pode st'r ilustrati\·o um teste 
corn um pacote clássico nas Yizinhanças da scparatnz de um sistema simples 
como o do péndulo. 
Recrntcmente. e,tmnos utdi:.-:ando os pacotes dá::;sicos juntamente com a 
idPia do cfcJto de horda para tem ar explicar efeitos obserYôdos em grande-
zas quânttcas relacionadas à dccocrênCJa quântica, computadas ern regimes 
semiclássicos . .Já foram feitos alguns a\Ttnc;os e a idéia parPre ser promissora. 
Com i.c..so. alhn da possibilidade de exphcôc;ào de efeitos dcsconhcudos classl-
camenTP. il obscn·a~'ão dessa propriedade IÍpica do Sistema do ?\laser Ctótico. 
a qual charnarnos de efu,to de borda. pode ser utilizada para explicação de 
algumas rnanifcstrtçõcs quânticas. a fim de estdbelecer algumas relações entre 
os mundos clássico(' quântiCO e. eYentualmentP. dar alguma contnbtw~:ão ao 
caos quànt.JCO. 
~.\"ota: .\1 T Cunha. em comunÍr:;HJto prÍ\"ada. 
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Apêndice A 
Estimativa de q2 
, . 
max1mo 
:\esse apendice. serão apresentados os cálculos realizados para detenniruJ<;ilü 
da quantidade q2::::.(q 1.p1. p2) definida no capítulo .3 atraYés das equações (.3.:)) 
f~ (3.-±). Lembremo-nos que o objetiYo é maximizar ;b(q_.pt). c mmmuzar 
c(q 1.p;.p2 ) separadamente e. eutão. proceder o cálculo de q2màx 
A.l Máximos e mínimos para função de duas 
variáveis reais 
Teorema 1: St>ja ( :r0 • uo) um ponto interior ao domínio ( D 1) de f e supo-
nhamos que ~(.r 0 . y0 ) e 'tt(x0 . y0 ) existam. ::\estas condições. uma cond'lçào 
nece.s.sária para que (x 0 . y0 ) seJa um cxtremante local de f P que ~(J0 • y0 ) = Cl 
ilj )-11 e 3yl·ro.Yo-. 
Definição 1: Dizemos que (1.· 0 . y0 ) Pum ponto crüzco ou estacwnário dr f 
sr (x 0 . y0 ) for interior a Dí r se\ f(:r 0 , y0 ) = (0. 0). 
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Teorema 2: Sejam J(r. 9) de classe C 2 P (.r0 , !Jo) um ponto interior a DI. 
C ma con.d1çâo nccessárw para que (.r0, uo) seja ponto de máximo local dr 
I . . ) l ' à'' ) . e que ~.r0 . !Jo, seJa ponto crítico (e J c. além disso. dx2(.r0. y0 :s; O c 
'ii - . < 11 iJy'- (:ro . .tio) _ · 
Teorema 3: Sejam f (I'. y) de classe C 2 e (.r0 . '.IJa) um ponto mtcnor a D f. 
Se (r (I. y0 l ? ponto críuco de j. entilo: 
(a) sr ~(ro. Yo) >O e H 1 >O. (fo. Yo) será ponto de rnlnimo local de f. 
ú (b) se 0~.1:xo. Yo) <O e Ht >O. (xo . .J-Jol sení ponto de rnáximo local de .f 
(c) se H 1 < O. (.r 0 . y0 ) não será t>xtrernrmre local. :\esse caso. (.r 0 . y0 ) será 
ponto dr sela. 
(d) se H 1 =O. nada se pode afirmar. 
Obs.: Este teorema constitui uma condtção sufinente pam qur um ponto 
crítico seja cxtremante local de f. 
Ctihzando esses teoremas podemo.<:> encontrar os pontos de máximo de 
lb(q1.p 1) 1 O pnmeiro passo f. mcontrar os pontos críticos da fuiH;ão estu-
dada_ o que é feito rcalizando-::,e o cálculo de Vb(q 1,pr) = (O. 0). Assim. 
obtt>m-se os scgumtcs pontos críticos para b: 
. 1 {r-mo) (ql·Plc= (\.0J.O) 
Calculando-se o detnminantc hcssiano para cada um desses pontos críticos. 
obtrmos. cm ambos os casos: 
\·alor quP descarta a possibilidade de usarmos G_ =O ou. equiqlcntcmcnte. 
os pontos pPrtcncentes à reta G = G'. :\ análise das demais condiçôcs 
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necPssánas e <;u[icientf's. nos indicam imediatamente que cada nm dos pontos 
críttcos será de máxmw ou de mínimo dep<'I!dcndo du smal de G _ As.sirn. 
obtém-se o máximo Yalor possÍYel para U mediante 
rlb' . - 'G ,/;ri lmar-- 1~
{ 
O < ';G _i <; 1 
com o.:;. c_ s 2 
(.~.!) 
A.2 Máximos e mínimos para função de três 
variáveis reais 
Teorema 4: SeJa (.r 0. y0 . :::0 ) mn ponto interior ao domínio (D 1) de J c 
<;upouhamos que %? (x0 . y0 . z0 ). §f (.r0 . y0 . :::o) r ~; (.r0 . y0 :::0 ) existam. ~ Pstas 
condtt;ües. uma cond1çao nece8.~áriu. p<1.ra que (:r 0 . y0. z0) seJa um extrernant(' 
!oral ;le fé que ~; (.r:0 . y0 . :::0 ) =O. ~(r0 • y0 . :::0 ) =O e !}?(::ro, Yo- zo) =O. 
Definição 3: Dizemos que (:r 0 . y0 . z0 ) é um ponto críhco ou t.oto.cionrirw de 
f ~e (:r0 . y0 , :::0 ) for interior a D f c se '\ f(:r 0 . y0 . . : 0 ) = (0. O. 0). 
Teorema 5: Seja j(.r. y. z) de classe C 2 e SCJ<l (.r o, Yo· zo) um ponto intcnor 
de D1. Suponhamos que (x0 . y0 . z0 ) seja ponto crítico de f. S('jam ainda os 
dererminantes hessianos Ji(r.y.z) e 1i:(x.y,:::). 
o'f iJ' f D'! 
8:r2 a.rôy DxD: iJ' f o'f ' 
à' f D'f iJ'f 8J."2 8:r8y 
H~ H1 - (.~.5) 
iJxD"!J DyL 8yàz i!' f D'! 
D'f D' f 8' f 3.rDy [)y'2 
DxD: DqD.z 8:::2 
Entáo: 
if_l( ' (ai se ar~ ,.ro . .1-Jo. :::o) > O. 1i1 > () (' 1-l >O. (:r0 . y(, .. : 0 '1 será ponto de mfnmw 
{o cal df' f. 
,,, ,- ( 
(h) se ~\l"u- _1)0 . ::0 ) < ()_ H 1 > (]c H <O. (x0 . lfo- .::0) sruí. ponto de mánmo 
loca./ de f. 
Teorema 6: Sejam f(_r.y. ::) de classe C 2 c (.r0 _ IJu.zo) um pomo mterior a 
Df Suponhamos que (x 0 .y0 .z0 ) seja ponto crítico de f Entào. 
I ·J''i ) a"( · a'r ) . ·~ .a) ~ Io. ,l)o. -=o 2_ O. 7;;}.- .:ro . .1/u- :::o} 2_ O e [i";'I(:r0 . 1/o zu 2_ O c uma condH;ao 
necessctna para o ponto crítico (::ro.IJo- .:o) ser pomo de mínimo local de r 
(a) ~~:(:r,,. Yu- .:u) :S O. ~:~~ (ro, Yo- zo) :SOe %~·; (.r0 . y0 . .:0 ) :::; O é urna condiçào 
nccesscina para o ponto crítico (..ro . .l)o. zo) ser ponto de má:.-.;:imo local de r 
_\gora repetimos os mesmos passos para o cálculo do n1.lor míuirno de c. 
Em pnmc1ro lugar. são obtidos os pomos críticos calculaudo-se '\c( IJ1. p 1. p2 ): 






Calculando-se os deterrmnantes hess1anos para cada um desses pontos 





Obserw-se imediatamente que H 1 é sempre posiuvo_ como se espera para 
ponto.s de rná:.-.;:irno e de mínimo. Por outro lado. H será pos1tivo on negatn·o 
dependendo do valor de G_ e do ponto crítJc(l cm questão. :\otc-se que. se 
G _ < 1. o ponto de mímmo de c será o primeiro dos pontos críticos: (0. O. 0). 
Por outro lado. se G-c- > L então os outrus dois pontos críticos serão pontos 




= -2E- Jí1 7 G' I 
( ''2 ,_ com 
A.3 Superestimando q2 
{ 
-1 S IG-1 S 1 
OS G_ < l 
Como pode ser wrificado nos uilculos acima, a rnaximizar;ão de ibl e a mi-
nirniza<.,:ã.o de c não ocorrem para mf'smos \"a] ores das nuiáwis (q1 . p 1 . p,2 J 
OU ~E'Jd. birruix (:' Cmm Iliiü podem COIOCJdir em nenhum ÍliSta!ltf' da PYO]W,:ão 
dinàmica do sistema físico ern estudo .. -\~sim. o cálculo do Yalor máximo df' 
q2 cons1ste Pm uma super-estimativa de seu \·alor máximo. Isso é feito subs-
tituindo a:--, constantes encontradas acima (onck utilvarnos ~ = w-'o = 1) na 
rrtÍ/. da equaç-ão do segundo grau encontrada no capítulo:) (eq .. 3.-J.): 
C tllizanclo os \-c-dores encontrados acima e respeitando as condiçües en-




os c" < 1 
e 
i O imen·a]o [0. l] para de G e G' foi drfinido na seçào .L). 
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í.\.111) 
' I . - G' ;-1 + ·)F ~ J (c2 I q2mrn:- _\•· ~-' · · 
{
ü<G-I:Sl 
com 1 G <? < 1_;_ -=:::-
onde podemos notar qut> estão proibidos os valores c._ 
eqnÍYéllentrmcntf') r G_ I~ OU C= -C'+ 1). 
(\.li) 
O (ou G G'. 
Lista de Figuras 
:J.] Pm]eçõco da saída do gemdm aleatóno com 10000 condiçóes no-
Ciais. Cákulo realizado com G =O 5. G' = 0.2. E= 8.5 e J = -1.5. 
Obscrn~~se a topologia cilíndrica do espaço de fase. 
3.2 Esquema do rnétodo de reescaJonarncnto )O) para o cálculo do 
expoente de Lyapunov. 29 
-11 Expoentes de Lyapunm· para duat> condições iniciais com G = 0.-':>. 
G' = 0.2. E = 8.5 e J = 4.5. Em (a). utilizamos d = 0.16 e 
variamos o valor df~ T c Prll ( b) fixamos T = 0.08 c variamos d. :\s 
curvas verrndha e preta se referem à condição inicial caótica e a!:i 
curvas azul c verde à condição nucJct! regular . 
..! 2 Expocnt.cs dr Lyapunov para 12 condições iniciais com C= G' =O. 
E ---,- .S.5 e J = 4.5. Observe-se o comportamento comparável ao 
da curva y = ljx. que md1ca que o expoente se manifesta com o 
mverso do tempo. 31 
-L3 (a) Expoentes de Lyapunov para 6 condições iuiciais escolhidas 
sobre a scçào (q2 = O) com C = 0.8. C'= O. E = 8.5. J = ---L5. 
d = 1.6 e T = 0.08 e (h) seção de Poiucaré correspondent-e pam 
as respecti\·as t.rajetórias. A borda do espaço de fase também <' 
apresentada. JS 
-L-! (a) Expoente de Lyapunm· para uma condição inicial regular cm 
um reg1rne mtegrávcl (C'= 0) e (b) a respcctiva seção de Poincaré 
mostrando um padrão esboroado no lugar de um toro. Efeitos da 
imprecisão do integrador numénco. .)9 
--± ,J (a) Séric temporal de dpJ/dt para quatro condições imciais rcguh-
n·s próxnnas da borda do espa(;o de fase e (b) respectJWL :;cção de 
Poincaré. Jl 
78 
.J.C (a) Expoentes de L:-'apunov para duas trajetórias caót.icas (verde 
e azul) e duas traJetória:> regulare:o em um regime misto (C= O.J 
e G' = 0.2) para d = 0.1 e T = (]_(]8 e (h} respectiva seçi'i.o de 
Pomcaré. Os valores de~,\ foram calculados nos mstant.es 10~ e 106 . -±2 
.j 7 (a) Expoentes de Lyapunov e (b) seção de Poincaré para um regime 
misto com G = (l.ti. G' = 0.3. E = 8.0 . .! = 4.0. d =O 1 e T = 0.08. 
A curva verde dos expoentes. localizada no centro. se refere a um 
pequenino toro localizado na petrte inferior da seção (impcrreptível 
na seção) 
-±.S Volume caótico em função do número total .i.V de elementos do 
ememble. com E = 8.5 e J = 4.5. para três regimes distintos: (a) 
G = 0.7 e G' = 0.1. (bj G = ().3 e G' = 0.3 e (c) G = 0.5 e 
G' = 0.2. 1'\ote-se a convergênna de ~ para valores relativamente 
pequenos de elt•mrntos. 46 
.J. 9 Volume caótico pam o ),[odeio do ).laser Caótico Clássiro cm função 
dos parâmetros de acoplamento G e G'. 
1.10 Expoente de Lyapunov para trajeórias caóticas em função do parâmetro 
de acoplamento G'. com G = Q .. 'J. Foram utilizados d = 0.1 c 
T = 0.08. Observe-se os pontos f'm destaque. 
4 11 Seção de Poincaré para G'' = O.WJ e C= 0.5. e,·idenciando-se uma 
estreita região de caos na região próxima da separatrii". 'í 1 
.. 1.12 Expoente de Lyapunov em função de G'' para (a) d = 0.1 e T = 0.08 
e (b) d = 0.2 e r= 0.1. com G = ()_,j_ Os coeficientes lineares sào 
bastante pare-cidos. 
·J 1 Esquema geométrico da mudança de topologia do sistema. Em (a). 
a esfera é furada e tem seu furo alargado (b e c) até se transformar 
numa superfíne bidimensional ( d) . 
. ) "2 (a) Fotografias tiradas a cada !:::.t ~ 0.3. para um tempo total de 
evolução de t = 7.0. A linha sólida tem a função apenas de mostrar 
a sequenna das fotos. Em (b). temos a projcçào da trajetória no 
.32 
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espa(.,:o q1p 1 . Observe-se o aumento de velocidade perto da borda. Gl 
:J :.3 (a) .Fotos tiradas com intervalos de ~t = 4. para um tempo total de 
evolução de t = 50. no caso G = G' =O. A linha sólida vermdha. 
destaca a cvulu\:ào da condiçâ.u do centro do ensemble de 1000 
pontos. Ern (bJ. ternos o expoente de L?apunov. notadamente nulo. 62 
T9 
'~J-± (a) Fotos com intervalos de 61 = l.S. para um r.empo total dr 
evol\l(:;ào de t = 2:3. no caso c;= O.S e G' =O e (b) expoPnte de 
Lyapunm. positivo nesse caso . 
. J ;J Pacotes clássicos preparado~ num regime mtegrávcl (C = ll ;J e 
C' = 0). Em (bj. o pacote foi preparado sobre a scparCJ.tri.z do 
rrtO\'l!Ilento. ObserYc-sc o esboroamento considercl\·clmcn\.e maior 
pam e"e "'-'O G l 
;) 6 Expoentes de Lyapunov para ct.S t.rajctórias do ccnt.ro dos pacotes 
da figura 5.5 .. -\ cun·a de baixo corresponde à t.rajctória contida 
no pacote fora da scparat.riz. 6.) 
J. 1 Expoentes de Lyapunov para uma trajetóna regular para diversos 
valores de E. com J = -LJ fixo. Em ordem dencsccnt.e do valor do 
expoente. temos E= 8.5. E= 7.5 e E= 6.5. 
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